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1 Einleitung

Geman DIN EN ISO/IEC 17025:2018 [1], Absatz 7.7.2, ist ein akkreditiertes Kalibrierlabor dazu ver-
pflichtet, , sofern verfiigbar und zweckmafig, seine Leistung durch Vergleich mit den Ergebnissen anderer
Laboratorien [zu] Uberwachen”. Eine Mdglichkeit dies zu tun, ist nach Absatz 7.7.2.a) durch die Teil-
nahme an einer Eignungsprifung gegeben. Die Organisation und Auswertung einer Eignungsprifung
Ubernimmt ein nach DIN EN ISO/IEC 17043:2023 [2] akkreditierter Eignungspriifungsanbieter. Das
vorliegende Dokument behandelt die statistische Auswertung von Eignungspriifungen. In diesem Zu-
sammenhang verweist DIN EN ISO/IEC 17043:2023 auf I1SO 13528:2022 [3]. Auf die Organisation und
Durchfihrung einer Eignungsprifung wird in diesem Dokument lediglich im Rahmen der bendétigten
Informationen eingegangen. Gleiches gilt fir etwaige Stabilitatsbetrachtungen des Eignungsprifungs-
gegenstandes, d.h. es wird von einem idealen, stabilen Eignungspriifungsgegenstand ausgegangen.

Der Datensatz der Eignungsprifung und das Kriterium zur Leistungsbewertung, der E.,,;-Wert, werden
in Kapitel 2 definiert. Fir letzteren werden sowohl graphische, als auch statistische Eigenschaften
aufgezeigt und analysiert. Ebenso wird auf die Beriicksichtigung von Korrelationen eingegangen.

Fir die Bewertung der Teilnehmerleistung uber den E,;-Wert werden Referenzdaten bendtigt, welche
bspw. durch die Messungen eines Referenzlabors festgelegt werden kdonnen, wie Kapitel 3 zeigt. Diese
Vorgehensweise wird in diesem Dokument als Methode A bezeichnet.

Der Fokus dieses Dokumentes liegt auf einer statistischen Bestimmung der bendtigten Referenzdaten
unter Einbeziehung von Teilnehmerdaten. Kapitel 4 betrachtet den von Maurice Cox in [4] beschriebenen
gewichteten Mittelwert, der im Rahmen dieses Dokumentes als Methode B bezeichnet wird. Hierbei
handelt es sich um eine unsicherheitsbasierte Auswertungsmethode mit individueller Teilnehmerge-
wichtung. Dem gegentiiber stehen die Methoden Cy und C, bei denen es sich um den arithmetischen
Mittelwert und um eine nach [3] robuste Abwandlung desselben handelt. Charakteristisch ist hier, dass
es sich um eine streuungsbasierte Auswertung mit einheitlicher Teilnehmergewichtung handelt. Als
Kompromiss zwischen den Methoden B und Cy/C werden in Kapitel 6 der Mandel-Paul Mittelwert nach
[5, 6] als Methode Dg und der potenz-moderierte Mittelwert aus [7, 8] als Methode D eingefiihrt. Beide
Methoden konnen zwischen den Grenzfallen von Methode B und Methode Co/C moderieren, indem so-
wohl die Teilnehmerunsicherheiten, als auch die Streuung der Teilnehmerwerte berucksichtigt werden.
Durch die Maglichkeit verschiedene Grenz- und Zwischenfalle abzubilden und die Anwendbarkeit bei
einer Vielzahl an Datensatzen, eignen sich die Methoden Dg und D als Standardauswertungsmethoden.
Ziel dieses Dokumentes ist es, die genannten Methoden vorzustellen, sowie deren Charakteristik zu
analysieren und zu vergleichen.

Anhand ausgewahlter Beispieldaten werden die Eigenschaften der genannten Auswertungsmethoden in
Kapitel 7 dargestellt. AbschlieBend betrachtet Kapitel 8 den Grenzfall einer bilateralen Eignungspriifung
und zeigt auf, dass diese letztlich nur durch Methode A sinnvoll ausgewertet werden kann.
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2 Theoretische Grundlagen

Zunachst werden in diesem Kapitel die bendtigten Grundlagen einer Eignungsprifung definiert, darge-
stellt und analysiert. Dazu gehdren sowohl der Datensatz einer Eignungspriifung, als auch das Kriterium
zur Leistungsbewertung. Hierfir wird im Rahmen dieses Dokumentes von einem idealen, d.h. stabilen
Eignungspriifungsgegenstand ausgegangen. Stabilitatsuntersuchungen, wie sie von der DIN EN ISO/IEC
17043:2023 [2] vorgeschriebenen werden, sind nicht Gegenstand der nachfolgenden Betrachtungen.

2.1 Datensatz

Es sei IV die Gesamtzahl der an der Eignungsprifung teilnehmenden Labore und X die interessierende
MessgrofBe der Eignungsprifung. Vom Eignungsprifungsanbieter wird ein fir diese Messgrof3e geeig-
neter Eignungspriifungsgegenstand zur Verfigung gestellt. Der Datensatz, der nach Durchfiihrung
aller Messungen vorliegt, setzt sich zusammen aus

B dem Kalibrierwert z;,o (auch Nominalwert; nach VIM:2007 Absatz 5.18 [9] wird hierfiir auch der
Begriff Referenzwert verwendet. Dieser Definition wird in diesem Dokument nicht gefolgt um eine

Vermischung mit dem Referenzwert der Eignungsprifung zu vermeiden.),
B dem Messwert @;.eas (. VIM:2007 Absatz 2.10 [9])
B und der dazugehérigen erweiterten Messunsicherheit U; (nach VIM:2007 Absatz 2.26 [9])
aller Teilnehmer i mit i € [1; N] zur MessgréfBe X. Fur die Auswertung wird die von Teilnehmer 4
festgestellte Messabweichung ; nach VIM:2007 Absatz 2.16 [9] betrachtet
Ti = Tj;meas — Li:0- (2.1)

Das Messergebnis eines Teilnehmers i € [1; N] ist somit gegeben durch

Die erweiterte Messunsicherheit U; des Teilnehmers i setzt sich zusammen aus dessen Erweiterungs-
faktor k; und der Standardunsicherheit u;

U = ki - uj. (2.3)

Es wird nachfolgend angenommen, dass das Messergebnis in Gleichung (2.2) fir alle Teilnehmer
i € [1; N] durch eine Normalverteilung beschrieben wird. Unter dieser Annahme gilt k; =2 V i €
[1; N], um eine Uberdeckungswahrscheinlichkeit von ca. 95,45 % zu erzielen. Damit ist die erweiterte
Messunsicherheit fir alle Teilnehmer gegeben durch

U =2-u; Yi€[l;N]. (2.4)

Abweichungen von dieser Annahme sind gesondert zu betrachten und nicht Gegenstand dieses Doku-
ments. Unter der getroffenen Annahme liegt allen Messergebnissen die in Abbildung 2.1 dargestellte
Wahrscheinlichkeitsdichte zugrunde, die durch
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1 _(z—zy)?

i(z) = e 22 (2.5)
pi(x) o,

ausgedrickt werden kann. Der Erwartungswert ist folglich gegeben durch z; und die Standardabwei-
chung der Normalverteilung ist definiert durch ;.

2 D)
1

2T U,

1
V2mui/e

~ 9545 %

1

V27ruje2
0 »

Abbildung 2.1

Es wird angenommen, dass die Messergebnisse aller Teilnehmer i € [1; N| durch eine Normalverteilung mit Er-
wartungswert x; und Standardabweichung u; beschrieben werden. Der Bereich [x; — 2u;; x; + 2u;] entspricht einer
Uberdeckungswahrscheinlichkeit von ca. 95,45 % und fiihrt zur Verwendung des Erweiterungsfaktors k; = 2, sodass die
erweiterte Messunsicherheit gegeben ist durch U; = 2 - u;.

Anmerkung: Im Rahmen dieses Dokuments wird angenommen, dass zwischen den einzelnen Teilneh-
merdaten keine Korrelation vorliegt, sodass die Kovarianz zweier Teilnehmerwerte z; und z; null ist,
d.h. u(zs;2;) =0V @ # j € [1; N]. Diese Annahme ist insbesondere dann zu iberpriifen, wenn die
Datensatze zweier Teilnehmer einem Labor oder einem Unternehmen zugeordnet werden konnen.
Denkbar ware zum Beispiel, dass ein Labor an einer Eignungsprifung teilnimmt und zwei oder mehr
Datensatze abgibt, die mit jeweils unterschiedlichen Verfahren, Prifmitteln oder an verschiedenen
Standorten bestimmt wurden. In diesem Fall kann eine Korrelation der Teilnehmerergebnisse nicht
a-priori ausgeschlossen werden. Dieser Punkt ist insbesondere bei der Anwendung der Methoden B (4],
C (5) und D (6) zu bedenken und idealerweise auszuschlieBen.

2.2 Kriterium zur Leistungsbewertung — der £, -Wert

Das Ziel der Eignungsprifung ist es letztlich die Leistung eines Teilnehmers zu bewerten. Hierfur gibt
es verschiedene Herangehensweisen. Das in diesem Dokument betrachtete Kriterium zur Leistungs-
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bewertung ist durch den sogenannten E,-Wert (normalized Error) gegeben, dessen Berechnung auf
der Definition des ..degree of equivalence” in [10] basiert. Hierfir wird zunachst die Differenz d; des
Teilnehmerwertes z; zu einem Referenzwert x,..s bestimmt

di = x; — Trer- (2.6)

In Absatz 2.1 wurde die Annahme gemacht, dass das Ergebnis des Teilnehmers i durch eine Normalver-
teilung beschrieben werden kann. Diese Annahme wird nun auch fiir das Referenzergebnis x o = 2uyef
(d.h. Upet = 2urer) getroffen. Damit unterliegt auch die Differenz d; aus Gleichung (2.6) einer Normalver-
teilung. Fir die dazugehdrige erweiterte Unsicherheit U, gilt daher gemaR JCGM 100:2008 (GUM] [11]
und der Vorgabe eines Vertrauensniveaus von ca. 95,45 % in [10]

o, 0y
&ri al'ref iy Lref [27]

Udi = 2\/“? + ’U,ch +2

= 2\/uf + ufef — 2u(x; Tref ),

d.h. es wird der Erweiterungsfaktor & = 2 gewahlt. Die Kovarianz u(x;; zref) ist zu beriicksichtigen, falls
eine Korrelation zwischen Teilnehmerwert x; und Referenzwert z,¢ vorliegt. Naheres dazu ist unter
Abschnitt 2.2.4 zu finden. Die in Gleichung (2.6) gegebene Differenz wird auf ihre erweiterte Unsicherheit
aus Gleichung (2.7) normiert und definiert so den E,,;;-Wert, die Variable fir die Leistungsbewertung
des Teilnehmers ¢

' (2.8)

_ Lj — Tref
2\/u,2 +u? — 2u(w;; Trer)

Das Kriterium fir eine positive Bewertung der Leistung wird, entsprechend [10] so definiert, dass

~1<E,; <1 (2.9)

Eine genauere Betrachtung diese Kriteriums zur Leistungsbewertung ist in Abschnitt 2.2.3 gegeben.

Anmerkung: Im Rahmen dieses Dokuments wird davon ausgegangen, dass ein idealer, d.h. im Rahmen
der Eignungspriifung stabiler, Eignungspriifungsgegenstand vorliegt. Ist dies nicht der Fall, so ist die
Auswertung und die Definition des E,,;-Wertes aus Gleichung (2.8] ggf. durch einen Stabilitatsbeitrag zu
erweitern. Alternativ existieren im Falle von Instabilitaten auch entsprechende Auswertungsmethoden
zur Bestimmung der Referenzdaten [12]. Diese werden im Rahmen dieses Dokuments jedoch nicht
betrachtet.


https://www.esz-ag.de/

eSZ

2.2.1 Graphische Interpretation des £, -Wertes.

Umgangssprachlich wird eine Eignungspriifung oft als bestanden bezeichnet, wenn das betreffende
Teilnehmerergebnis z; £ U; im Rahmen der Messunsicherheit mit dem Referenzergebnis xyof & Usef
dbereinstimmt. Im Sinn der Ausfiihrung in Abschnitt 2.2.3 ist diese Formulierung giiltig. Allerdings
darf dies nicht mit einer graphischen Uberlappung der Unsicherheitsbalken verwechselt werden, da
diese nicht mit dem in Gleichung (2.9) definierten Kriterium gleichzusetzen ist, wie Abbildung 2.2
zeigt. Die Uberlappung der Unsicherheitsbalken ist demnach ein notwendiges, aber kein hinreichendes
Kriterium fur eine positive Leistungsbewertung tber den E,.;-Wert gem&B Gleichung (2.9). Wiirde die
Uberlappung der Unsicherheitsbalken als Kriterium fiir die Leistungsbewertung herangezogen, so
misste eine entsprechende Variable gemalB (z; — 21ef)/(U; + User) definiert werden. Der Unterschied
zu Gleichung (2.8) ist folglich die Addition der Unsicherheiten, wobei zu beachten ist, dass allgemein
U; + Uper > \/Uf—&-iUfef V U;,Upet > 0 [s. dazu bspw. [13]). Dadurch ist unter der Annahme, dass keine
Korrelationen vorliegen klar, dass

En;i =1 & T;— Tpet = \/Uf + Urch < U; + User (2.10)

bzw.

Ti — Tref  |@i—ret|=Urer+U; U; + Uset

By = ——ret i e o, (2.11)
V Ui2 + Ur2cf Ui2 + Ur20f
Eoy = Us+Uret 1 }
UF+UZ; x4+ U,
En;3 >1 'l:ll
T3 + U3
E,o=1 {1
T2 + U2

En;l <1 {}

T + U1

Tref + Urcf

Abbildung 2.2

Die Uberlappung der Unsicherheitsbalken von Teilnehmerergebnis und Referenzergebnis ist nicht mit einer positiven Ey.;-
Auswertung gleichzusetzen. Fir die Graphik wurden folgende Werte verwendet: x ef = 0; x1 = 1,6; z2 = /12 + 1,5%;
23 = 2,24 = 2,5, Uret = 1; U; = 1,5 V i € [1;4]. Es wurde angenommen, dass zwischen Teilnehmerwert und
Referenzwert keine Korrelation vorliegt.

Wenn, wie in Abbildung 2.3 gezeigt, der Teilnehmerwert x; innerhalb der Referenzunsicherheit liegt,
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d.h. 2; € [Tref — Uret; Tref + Uret] 0der der Referenzwert innerhalb der Teilnehmerunsicherheit liegt,

d.h. zrer € [x; — Us;x; + U], dannist in beiden Fallen der E,,;-Wert betragsmaBig kleiner als 1 und die
Leistung des Teilnehmers i wird positiv bewertet, denn es gilt

T — Tyef
N
Ui + Uref
— Urer x; € [xref — Uset; Tret + Uref]

U,

\/ﬁ Tref € [% — U2 + Ui]

IA

(2.12)

<1

In diesem Spezialfall kann somit bereits anhand der graphischen Darstellung erkannt werden, dass die
Leistung des Teilnehmers positiv zu bewerten ist. Gleichung (2.13) zeigt die mathematische Verallge-
meinerung dieses hinreichenden Kriteriums fir eine positive Leistungsbewertung.

|z; — Zpet| < max (U;; Uret) = |Enil <1 (2.13)

An dieser Stelle sei noch angemerkt, dass die in Gleichung (2.8) und Gleichung (2.9) gezeigte Definition
des Kriteriums zur Leistungsbewertung, den Vorteil bietet, dass die Information z; < z,e nicht verlo-
ren geht. Bei einer betragsmaBigen Definition des E,,-Wertes ist diese Information nicht mehr enthalten.

|En;i| <1

]

L
—

(]

x; € [xref - Uref; Tyef + Uref}

Zref € [z — Uiy i + U

Abbildung 2.3

Falls der Teilnehmerwert x; innerhalb des Unsicherheitsintervalls des Referenzwertes liegt oder der Referenzwert

innerhalb des Unsicherheitsintervalls des Teilnehmers, ist der Ey,.;-Wert betragsméflig kleiner als 1. Eine graphisch
Abschétzung der Leistung ist in diesem Fall moglich.
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2.2.2 Leistungsbewertung bei u; < u.ef

In Analogie zu Gleichung (2.13) kann ein weiteres hinreichendes Kriterium fir eine positive Leistungs-
bewertung durch das Minimum von Teilnehmer- und Referenzunsicherheit formuliert werden. Hierfur
wird die Abschatzung \/U? + U2, < v/2min(U;; Uet) verwendet, sodass folgt

ref

|2i — Zre| < V2min (Uy; User) = |Epnq| < 1. (2.14)

Das Gleichheitszeichen in Gleichung (2.14) ist nur dann giiltig, wenn U; # U.:.

Im Allgemeinen ist ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die positive Leistungsbewertung
die Erfillung von Gleichung (2.9). Zusé&tzlich wird gefordert, dass die Referenzunsicherheit u,.; kleiner
ist als die Teilnehmerunsicherheit u;, sodass in Gleichung (2.14) gilt, dass min(U;; Uyer) = Uyer. Auch
wenn es fur einen Teilnehmer stets das Ziel sein muss einer Eignungsprifung teilzunehmen, deren
Referenzunsicherheit kleiner ist als die eigene Teilnehmerunsicherheit, so konnen Falle auftreten,
in denen das nicht moglich oder praktikabel ist. Dies ist vor allem dann problematisch, wenn eine
positive Leistungsbewertung gemaB Gleichung (2.9) nur durch die gréfere Referenzunsicherheit zu-
stande kommt, d.h. wenn der Teilnehmer von der groBeren Referenzunsicherheit profitiert. Um dies zu
vermeiden, wird vorgeschlagen, dass in diesen Fillen Gleichung (2.14) als notwendiges Kriterium fir
eine positive Leistungsbewertung verwendet wird, d.h. die Erfillung von

|25 — Tret| < V2U; (2.15)

fuhrt zu einer positiven Leistungsbewertung wenn u; < u,.¢. Voraussetzung fur die Anwendbarkeit von
Gleichung (2.15) ist, dass zwischen Teilnehmer- und Referenzwert keine Korrelation vorliegt. In dieser
Definition der Leistungsbewertung stellt die Forderung |E,,;;| < 1 ein notwendiges, aber kein hinreichen-
des Kriterium dar, sodass Gleichung (2.15) ein strengeres Kriterium darstellt als die Leistungsbewertung
tber Gleichung (2.9]). Es sei angemerkt, dass Gleichung (2.15) einer modifizierten E; ;-Auswertung
geman Gleichung (2.16) entspricht, wobei ausgehend von Gleichung (2.8) die Referenzunsicherheit durch
die Teilnehmerunsicherheit ersetzt wird. Die Kovarianz entfallt, da angenommen wird, dass Teilnehmer-
und Referenzwert unkorreliert sind.
Lq — Lref

E, =— (2.16)
’ V2U;

Die Leistung wird positiv bewertet, wenn

-1<E},; <1 (2.17)

Die vorgeschlagene Leistungsbewertung geman Gleichung (2.16) ist unabh&ngig von der Referenzunsi-
cherheit, wodurch im Falle u; < uyef sicher gestellt wird, dass der Teilnehmer nicht von der grof3eren
Referenzunsicherheit profitiert. Die Grof3e der Referenzunsicherheit legt letztlich nur noch fest, wie
klein der E,.;-Wert aus Gleichung (2.8) wird. Abbildung 2.4 zeigt einen Vergleich zwischen den Leis-
tungsbewertungen geman Gleichung (2.8) und Gleichung (2.16).
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Abbildung 2.4

Links: Wertepaare mit u; < uret, wobei die Teilnehmerwerte gegeben sind durch x; = 0 und U; = 1,0. Der Referenzwert
wird variiert von x.s = 0 bis x.ot = —3. Die Referenzunsicherheit bleibt konstant mit U,es = 2,0.

Rechts: Vergleich des En;-Wertes aus Gleichung (2.8] mit dem modifizierten E}.;-Wert aus Gleichung (2.16] unter
Verwendung der Daten der linken Graphik. Im Bereich Ey.; > 1 und En; < 1 profitiert der Teilnehmer bei einer
Leistungsbewertung geméB Gleichung (2.8] von der gréfieren Referenzunsicherheit ures > ;.

2.2.3 Der E,-Wert als Hypothesentest

Das in Abschnitt 2.2 definierte Kriterium zur Leistungsbewertung eines Teilnehmers folgt dem statisti-
schen Konzept eines Hypothesentests, genauer gesagt dem des zweiseitigen Signifikanztests, der sich
mit der Differenz zweier Erwartungswerte befasst [14]. Um dieses Konzept nachfolgend anzuwenden, sei
definiert, dass geschwungene Buchstaben in diesem Unterkapitel eine statistische Grof3e bezeichnen,
wohingegen die Standard-Schriftart fur konkrete Realisierungen der statistischen Grof3en verwendet
wird. Beispielsweise bezeichnet £,,; eine statistische GroBe, wohingegen E,,.; eine konkrete Realisierung,
d.h. eine Stichprobe derselbigen darstellt. Letzteres wird bereits aus der Definition der Grof3e E,,,; in
Gleichung (2.8) deutlich, in der die Erwartungswerte des Teilnehmer- und des Referenzergebnisses im
Zahler des Bruches stehen.

Als Nullhypothese Hy wird definiert

HO . E(gn’z) = 0, [218]

Hierbeiist E(&,;;) als der Erwartungswert der statistischen Variable &,.; zu erachten, welche in Anleh-
nung an Gleichung (2.8) definiert ist durch

D;

Eui = 5uiD] (2.19)

In Gleichung (2.19) ist D; als die statistische Variable der Differenz zwischen Teilnehmer- und Refe-
renzwert zu verstehen, dessen konkrete Realisierung durch d; aus Gleichung (2.6) gegeben ist. Anhand
Gleichung (2.19]) zeigt sich, dass &,.; durch die gleiche Wahrscheinlichkeitsdichte beschrieben werden
kann wie D;, der Differenz zwischen Teilnehmerwert und Referenzwert. Da im Rahmen dieses Doku-
mentes stets von einer Normalverteilung ausgegangen wird, pflanzt sich diese Annahme auch in &,
fort. Aufgrund der Normierung in Gleichung (2.19] gilt fur die Standardabweichung von &,.; allgemein
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Die zu Gleichung (2.18) gehdrende Alternativhypothese H; lautet
Hy : E (i) #0. (2.21)

Der Hypothesentest wird zweiseitig durchgefiihrt, da positive oder negative Abweichungen zwischen
Teilnehmer- und Referenzwert gleichwertig sind. Die Nullhypothese Hj aus Gleichung (2.18) nimmt
an, dass Teilnehmer- und Referenzwert Uibereinstimmen. Diese Annahme gilt es zu bestatigen oder zu

verwerfen.

Unter der Annahme der Nullhypothese aus Gleichung (2.18), sowie der allgemeinen Standardabweichung
aus Gleichung (2.20), als auch der Annahme einer Normalverteilung gilt fir die statistische GréBe &,

2 2
p(Eni) = \Ee‘”w. (2.22)

Der konkrete E,;-Wert, den ein Teilnehmer 7 in der Auswertung der Eignungspriifung nach Gleichung
(2.8) erzielt, wird als Stichprobe aus der in Abbildung 2.5 dargestellten Normalverteilung erachtet.

A p(gn,z)

R
\
N[
o
N|—
—_

Abbildung 2.5
Fiir die statistische Gréfle En;; wird eine Normalverteilung angenommen, mit normierter Standardabweichung 1/2. Fiir
den Erwartungswert wird Null angesetzt, entsprechend der Nullhypothese H.

Das Signifikanzniveau des Hypothesentests wird gemaf [10] auf
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a=455% (2.23)

gesetzt. Da es sich um einen zweiseitigen Hypothesentest handelt, bedeutet dies, dass die Nullhypothese
akzeptiert wird, wenn die E,;-Stichprobe des Teilnehmers i im Bereich 1 — a = 95,45 % symmetrisch
um den Erwartungswert der Normalverteilung aus Gleichung (2.22) liegt. Uber das gewahlte Signifi-
kanzniveau kann ein kritischer Wert definiert werden, gemaf

By krit
P(Enii) dEnyy = exf (\/§En;km> —1-a. (2.24)
_En;krit

Unter Verwendung der Gaufischen Fehlerfunktion erf(z) mit

erf(z) = \/27?/6“"2 dz. (2.25)
0

In Gleichung (2.24) wurde berticksichtigt, dass es sich um einen zweiseitigen Hypothesentest handelt.
Fir das in Gleichung (2.23) gewahlte Signifikanzniveau resultiert

Brogait = 1. (2.26)

Um die Nullhypothese zu bestatigen, d.h. letztlich die Annahme, dass Teilnehmer- und Referenzergebnis
lbereinstimmen und die Leistung des Teilnehmers i positiv bewertet werden kann, muss entsprechend
der Zweiseitigkeit des Hypothesentests gelten

_En;krit < En;i < En;krit [227]

Diesist gleichbedeutend mit dem in Gleichung (2.9) definierten Leistungskriterium. Der Annahmebereich
der Nullhypothese wird demnach aufgespannt durch das Intervall [—Ey.krit; En:keit)- Der Ablehungsbe-
reich ist entsprechend durch den restlichen Bereich gegeben, d.h. durch (—oco; 00)\[—Enkrit; Enkrit)-
Abbildung 2.6 zeigt die graphische Veranschaulichung des Annahme- und Ablehnungsbereiches der
Nullhypothese.

In der definierten Nullhypothese aus Gleichung (2.18) steckt die Annahme, dass systematische Fehler im
Teilnehmer- und Referenzwert korrigiert werden. Jegliche Abweichungen, die sich zwischen Teilnehmer-
und Referenzwert ergeben sind dann als zufallig zu erachten, weshalb die konkrete Stichprobe E,;;
von der Erwartung E(&,.,;) = 0 abweichen darf. Diese Abweichung darf maximal E\,.ii; betragen, was
den Annahmebereich definiert. Hinter der Wahl der Annahme- und Ablehnungsbereiche steht der
Gedanke, dass eine Stichprobe E,,;, die betragsmafig grofer ist als der kritische Wert E,, iy unter der
Nullhypothese und der um Null zentrierten Normalverteilung eher unwahrscheinlich ist, obgleich diese
Werte statistisch moglich sind. Das Signifikanzniveau definiert daher das Risiko, dass die Nullhypothese
wahr ist, aber verworfen wird, aufgrund einer Stichprobe die im Bereich (—o00; 00)\[— Enkrit; Enkrit]
liegt. Je kleiner das Signifikanzniveau gewahlt wird, desto kleiner wird das Risiko einer falsch-negativen
Leistungsbewertung, d.h. einer falschlichen Zurickweisung der Nullhypothese. Im Falle von Eignungs-

10
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2,275 % i i 2,275 %
> Ensi > &

n;i

=
[N

Abbildung 2.6

Links: Gezeigt ist der Annahmebereich der Nullhypothese. Der kritische Wert ist entsprechend Gleichung (2.24) durch
E..xic = 1 gegeben und liegt zweiseitig, symmetrisch um den Erwartungswert E(E,;;) = 0 aus der Nullhypothese Hp.
Die Wahrscheinlichkeit des Annahmebereichs ist gegeben durch 1 — a = 95,45 %.

Rechts: Die grau hinterlegte Fldche zeigt den Ablehnungsbereich. E,.;-Realisierungen eines Teilnehmers, die in diesen
Bereich fallen fiihren zu einer Verwerfung der Nullhypothese. Der Bereich ist links und rechts durch a/2 = 2,275 %
gegeben.

prifungen wird gemaf [10] ein Signifikanzniveau, d.h. ein maximales falsch-negativ Risiko von 4,55 %
gewahlt. Das falsch-negativ Risiko wird im Rahmen von Hypothesentests auch als a-Fehler oder Fehler
1. Art bezeichnet [15]. Dem gegeniiber steht der sogenannte 3-Fehler oder Fehler 2. Art, der das falsch-
positiv Risiko bezeichnet, d.h. die falschliche Bestatigung der Nullhypothese [15]. Die nachfolgende
Tabelle zeigt die moglichen Entscheidungen anhand der Stichprobe E,,; und deren Bewertung vor dem
Hintergrund der tatsachlichen Eigenschaft der Grundgesamtheit.

Grundgesamtheit
H ist wahr H ist falsch
(H ist wahr)
Stichprobe
-1<E,; <1 korrekte positive falsch-positive
Leistungsbewertung Leistungsbewertung
H, wird angenommen B-Fehler
(i.A. nicht ndher angebbar)
—-1>E,;>1 falsch-negativ korrekte negative
Leistungsbewertung Leistungsbewertung
H, wird abgelehnt a-Fehler
(H; wird angenommen) (vgl. Signifikanzniveau a)

Da die Alternativhypothese H; im Fall des zweiseitigen Signifikanztests nicht konkretisiert wird, son-
dern lediglich die Negierung der Nullhypothese ist, kann das falsch-positiv Risiko i.A. nicht berechnet
werden. Letztlich kann das Risiko der falschen Annahme der Nullhypothese sehr grof3 werden, wie

"
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Abbildung 2.7 zeigt. Zur Veranschaulichung des g-Fehlers, wurde in Abbildung 2.7 angenommen, dass
eine konkrete Alternativhypothese H; vorliegt, bspw. E(&,,;) = 0,75. Aufgrund der Normierung ist die
Standardabweichung der Alternativhypothese weiterhin durch 1/2 gegeben, sodass die Alternativhypo-
these H; eine zur Nullhypothese verschobene Normalverteilung ist. Der g-Fehler ist dann die Flache
der Alternativhypothese, im Bereich [—E,rit; Enkrit])- Dadurch wird das Risiko berechnet, dass die
Nullhypothese angenommen wird (d.h. —Epuit < Eni < Eniait), obgleich die Alternativhypothese
wahr ist. Wie Abbildung 2.7 zeigt, wird dieser Fehler gerade dann sehr grof3, wenn Null- und Alter-
nativhypothese sehr nahe beieinander sind. Da im vorliegenden Fall die Alternativhypothese nicht
weiter konkretisiert ist, kann der 5-Fehler nicht berechnet werden. Die vorhergehenden Ausfihrungen
machen jedoch deutlich, dass dieser prinzipiell zwischen 0 % und 94,45 % liegen kann. Die Annahme
der Nullhypothese ist demnach typischerweise mit einem grof3eren Risiko verbunden als die Ablehnung
der Nullhypothese. Der Hypothesentest ist daher so formuliert, dass negative Leistungsbewertungen
eines Teilnehmers i ein geringes Risiko aufweisen und durch das gewahlte Signifikanzniveau begrenzt
sind. Je kleiner das gewahlte Signifikanzniveau ist, desto kleiner wird das falsch-negativ Risiko. Die
Intention des zweiseitigen Signifikanztests ist daher nicht die Nullhypothese zu bestatigen, sondern sie
zu verwerfen.

P(En;ji) A B-Fehler

0,6

04

0,2

) > Hy
n;i 3 -2 -1 0 1 2 3

&

Abbildung 2.7

Links: Unter der Annahme, dass eine konkrete Alternativhypothese [(gelb] vorliegt, kann der B-Fehler, d.h. das Risiko
einer félschlichen Annahme der Nullhypothese (grau] bestimmt werden und ist durch die Fldche der Alternativhypothese
gegeben, die zwischen +Ev.is = £1 liegt. Im Beispiel wurde als Alternativhypothese E(Exn;;) = 0,75 gewdhlt. Siehe
auch [15].

Rechts: Gezeigt ist der B-Fehler fiir verschiedene Alternativhypothesen H;. Je dhnlicher sich Nullhypothese und Alterna-
tivhypothese sind, desto gréf3er wird das Risiko der fdlschen Annahme der Nullhypothese.

Mit den Ausfihrungen dieses Unterkapitels, lauten die zwei Aussagen, die sich durch die Leistungsbe-
wertung in einer Eignungsprifung anhand des zweiseitigen Signifikanztests treffen lassen

1. -1<E,; <1:
Die Nullhypothese kann nicht verworfen werden, da die Stichprobe einen Wert aus dem 95,45 %-
igen Annahmebereich um die Nullhypothese zeigt. Die Leistung des Teilnehmers wird positiv
bewertet. Das Risiko dieser Entscheidung kann nicht naher bestimmt werden.

2. ‘En;i| > 1:
Die Nullhypothese wird verworfen, da die Stichprobe einen Wert aus dem 4,55 %-igen Ablehnungs-

12
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bereich zeigt. Die Leistung des Teilnehmers wird negativ bewertet. Das Risiko dieser Entscheidung
liegt bei maximal o = 4,55 %.

Anmerkung 1: Neben der Priifung der Stichprobe E,,.; auf einen kritischen Wert E.,.i.it, kann im Rahmen
von Hypothesentests auch der p-Wert berechnet werden. Dieser ist fir einen zweiseitigen Test definiert
durch

b= 1-2 / p(gn;i) dgn;i

—En;i

=1-—erf (\/§En;i)

By

(2.28)

Unter Verwendung der GauBschen Fehlerfunktion aus Gleichung (2.25). Die Nullhypothese wird verwor-
fen, wenn p < a ist und angenommen, wenn p > a.

Anmerkung 2: Der Hypothesentest des E,,.;-Wertes ist in Anlehnung an den GauB-Test [16], auch z-Test
genannt, fir eine einzige Stichprobe definiert. Der Unterschied liegt darin, dass die Differenz d; nicht
auf die einfache Standardabweichung, sondern auf die mit k£ = 2 erweiterte Messunsicherheit normiert
wird. Dies fihrt lediglich zu einer Reskalierung, sodass der kritische Wert fiir das Signifikanzniveau
aus Gleichung (2.23) durch FE, it = 1 gegeben ist, wohingegen der entsprechende kritische z-Wert
Zkrit = 2 betragt.

2.2.4 Beriicksichtigung von Korrelationen im £, -Wert

Die obigen Ausfiihrungen haben gezeigt, dass die Leistungsbewertung eines Teilnehmers durch das in
Gleichung (2.8) und Gleichung (2.9) definierte Leistungskriterium, die Kenntnis eines Referenzwertes
Trer UNd einer Referenzunsicherheit Uyer = 2urer VOraussetzt. Ein zentraler Bestandteil der statistischen
Auswertung einer Eignungspriifung, und somit dieses Dokuments, ist folglich die Bestimmung dieser Re-
ferenzdaten. In den nachfolgenden Kapiteln werden vier Methoden zur Bestimmung der Referenzdaten
vorgestellt. Diese sind sukzessive bezeichnet als Methode A (Kapitel 3), Methode B (Kapitel 4), Methode
C (Kapitel 5) und Methode D (Kapitel 6). Methode A bezeichnet die weit verbreitete Vorgehensweise,
den Referenzwert Uber die Messungen eines Referenzlabors bestimmen zu lassen. Dem gegeniber
stehen Methode B, C und D. Hier werden statistische Verfahren genutzt, um die Referenzdaten aus
den Teilnehmerdaten zu berechnen. In diesen Fallen ist die in Gleichung (2.7) enthaltene Korrelation
zwischen Teilnehmerdaten und Referenzdaten zu berucksichtigen.

Betrachtet werden im vorliegenden Dokument Modelle, in denen ein linearer Zusammenhang zwischen
Teilnehmerdaten und Referenzdaten vorliegt, d.h.

N
Tref = szxl (2.29]
i=1

Fir die Referenzunsicherheit u.q¢ gilt im Modell aus Gleichung (2.29)

13
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Urer = | > whu. (2.30)

Die Faktoren w; in Gleichung (2.29) kdnnen als Gewicht bezeichnet werden, da dadurch der Anteil des
Teilnehmerwertes z;, der in den Referenzwert einflief3t festgelegt ist. Die Summe aller Gewichte muss
normiert sein, d.h.

N
> wi=1. (2.31)
=1
Zudem gilt
0<w; <1. (2.32)

Der Grenzfall w; = 1 entspricht Methode A, d.h. dem Fall, dass die Messung des Labors ¢ die Referenz-
daten definiert. Gilt fir einen Teilnehmer w; = 0, so flieBen dessen Daten nicht in die Bestimmung
der Referenzdaten ein. Fir die Entscheidung, ob ein Teilnehmer in die Bestimmung der Referenzdaten
einflieBt oder nicht, gibt es Ublicherweise definierte Kriterien, die sich jedoch je nach Auswertungsme-
thode unterscheiden konnen. Die Gesamtzahl der Teilnehmer kann prinzipiell in zwei Gruppen aufgeteilt
werden. Gruppe ,.r” enthalt die N, Teilnehmer, deren Daten in der Berechnung der Referenzdaten
beriicksichtigt wird. Gruppe ..n“ enthalt die N, = N — N, Teilnehmer, die in der Berechnung nicht
berticksichtigt werden. Der Gewichtungsfaktor eines Teilnehmers i aus Gruppe ,n“ ist durch w; = 0
gegeben.

Im linearen Modell von Gleichung (2.29) und unter der Verwendung der Normierungsbedingung aus
Gleichung (2.31] kann leicht gezeigt werden, dass

min  (2;) < T < max (), (2.33)
i Grupper i Grupper

d.h. der resultierende Referenzwert liegt immer zwischen dem minimalen und dem maximalen Teilneh-
merwert aus ,r". Fur die Referenzunsicherheit gilt folgende Abschatzung

V/Ny - min (u;)- mi ) < < /N, - ) - ). 2.34
v (ui); gmin (i) < uer < v/ Npi max (ug): max (wi) (2.34)

Fir das in Gleichung (2.29) angegebene Modell, ist die Kovarianz zwischen Teilnehmerwert z; und

Referenzwert gegeben durch

(i ) = w; - U (2.35)

Damit l&sst sich Gleichung (2.7) ausdriicken als

14
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Uy, = 2\/(1 —2w;)u? + uZ,;
N (2.36)
=2 | (1—w;)%u?+ waujz
=1
J#i

Hierbei wurde in der zweiten Zeile die Definition der Referenzunsicherheit aus Gleichung (2.30) genutzt.
Es zeigt sich insbesondere, dass die Unsicherheit Uy, immer definiert ist, da der Ausdruck unter der
Wurzel nicht negativ werden kann. Zu beachten ist jedoch, dass Uy, =0, fallsw; = 1undw; =0 V j #
i € [1; N], wobei letzteres ein Resultat der Normierung aus Gleichung (2.31) ist. Der Grenzfall Uy, = 0
ist problematisch, da die Unsicherheit aus Gleichung (2.36) im Nenner des E,,.;-Wertes steht. In diesem
Fall wird jedoch auch der Zahler des E,;;-Wertes gleich Null, da z,.s = ;. Letztlich spiegelt dies
somit gerade den Fall wieder, dass die Messungen des Teilnehmers ¢ die Referenzdaten definieren,
d.h. Auswertungsmethode A verwendet wird, die in Kapitel 3 beschrieben ist. Fir Teilnehmer ¢ ist
eine Ey.;-Auswertung daher nicht sinnvoll und auch nicht vorgesehen. In allen anderen Fallen ist der
E,.;-Wert als Variable zur Leistungsbewertung eindeutig definiert und gegeben durch

Li — Lref
E.;= . (2.37)
T2y - 2w) uf +uly
Erganzend zu Gleichung (2.35) ist nachfolgend noch der Korrelationskoeffizient r;...r angegeben
Tisref = U(xi;xref) = wj; - el . (2.38)
' Ui Uref Uref

Korrelationskoeffizienten werden im allgemeinen Werte zwischen 0 und 1 zugeordnet. Da alle Parameter
in Gleichung (2.38) per Definition gréBer oder gleich null sind, ist zundchst klar, dass auch r;.,ef > 0. Zu

zeigen ist noch, dass ;.o < 1. Hierfiir kann verwendet werden, dass rjer <1 4 T722'ref < 1. Daraus
folgt
2,2
2= wiu;
i;ref — 2
Uref
2,2
_ Wy Uy
N,
2,2 2,2 2.39
wiui + Y wiu? (2.39)
j=1
J#i
2,,2
< Wit
~ wiug

Damit gilt fir alle linearen Modelle, dass der Korrelationskoeffizient wohl definiert ist. In den nachfol-
genden Kapiteln werden verschiedenen Methoden zur Bestimmung der Referenzdaten diskutiert. Die
Charakteristik der jeweiligen Methode hangt dabei insbesondere von der Definition der Gewichtungsfak-
toren w; ab. Diese haben sowohl einen Einfluss auf den Referenzwert und dessen Unsicherheit, als auch
auf die Leistungsbewertung Gber den E,,;-Wert. Darauf wird in den nun folgenden Kapiteln eingegangen.
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Anmerkung 1: Im Rahmen dieses Dokuments wird fiir Methode B, C und D die Bezeichnung verwen-
det, dass Teilnehmerdaten in der Bestimmung der Referenzdaten bericksichtigt werden. An dieser
Stelle sei explizit darauf hingewiesen, dass die Methoden B, C und D so zu verstehen sind, dass die
Referenzdaten aus den Messergebnissen mehrere Labore berechnet werden, wohingegen bei Methode
A die Referenzdaten durch die Messungen eines Labors festgelegt sind. Zudem mussen bei Methode
B, C und D nicht zwangslaufig alle Teilnehmerdaten in die Bestimmung der Referenzdaten einflieflen.
Vielmehr kann auch eine Vorauswahl anhand zusatzlicher Kriterien getroffen werden. Hierauf wird
am Ende von Kapitel 3 eingegangen. Aus Griinden der Lesbarkeit wird der Begriff Teilnehmer fiir alle
Labore verwendet, unabhangig davon, ob sie letztlich Einfluss auf die Referenzdaten nehmen oder nicht.
Letzteres wird durch die Zuordnung zu Gruppe ..r* oder .n" berticksichtigt.

Anmerkung 2: Bei der Bestimmung von Referenzdaten anhand von Teilnehmerdaten muss die Riickfiih-
rung der Referenzdaten gemafn DIN EN ISO/IEC 17043:2023 [2] in einer Eignungspriifung gewahrleistet
sein. Aus diesem Grund konnen nur Teilnehmer, die in der Eignungspriifung am entsprechenden Mess-
punkt eine akkreditierte Messunsicherheit berichten in die Bestimmung der Referenzdaten einflie3en.
Berichtet ein akkreditierter Teilnehmer eine Messunsicherheit, die kleiner ist als seine akkreditierte
Messunsicherheit, so kann er nicht fur die Bestimmung der Referenzdaten herangezogen werden.
Insbesondere ist es nicht moglich bei einem solchen Teilnehmer die akkreditierte Messunsicherheit zur
Bestimmung der Referenzdaten zu verwenden um damit dann die Leistung anhand der berichteten,
nicht-akkreditierten Messunsicherheit zu bewerten. Der Grund dafiir ist, dass diese zu nicht-definierten
E,-Werten in Gleichung (2.37) fiihren kann, aufgrund der Korrelation. Deutlich wird dies vor allem in
Gleichung (4.11). Liegt eine Eignungspriifung mit nur nicht-akkreditierten Teilnehmern vor, so empfiehlt
sich die Verwendung von Methode A. Zusatzlich sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass bei der
Berechnung der Referenzdaten durch Teilnehmerdaten darauf zu achten ist, ob Korrelationen zwischen
den Teilnehmerdaten bestehen, beispielsweise durch eine Rickfihrung auf das gleiche Labor. Solche
Korrelationen kdnnen vor allem bei kleinen Teilnehmerzahlen den Referenzwert beeinflussen und
sollten daher vermieden werden.

Anmerkung 3: Die Berucksichtigung von Teilnehmerdaten in den Methoden B, C und D ersetzt nicht
die, durch die DIN EN ISO/IEC 17043:2023 [2] vorgeschriebenen, Stabilitatsuntersuchungen durch
den Eignungspriifungsanbieter. Durch zusatzliche Stabilitdtsmessungen vor, zwischen und/oder nach
den Teilnehmermessungen ist die Stabilitat des Eigngungsprifungsgegenstandes vor und wahrend
der Durchfihrung der Eignungsprifung zu untersuchen und auszuwerten. Hierfur sind geeignete
Stabilitatskriterien heranzuziehen und ggf. entsprechende Stabilitatsbeitrage abzuleiten. Im Rahmen
dieses Dokuments wird hierauf nicht weiter eingegangen.
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3 Methode A — Referenzlabor

GemaR DIN EN ISO/IEC 17043:2023 [2] und 1SO 13528:2022 [3] ist eine Méglichkeit zur Bestimmung der
Referenzdaten durch die Wahl eines Referenzlabors gegeben. In der Praxis ist dieses Vorgehen durch
der leichten Anwendbarkeit popular und aufgrund des direkten Vergleiches zweier Messergebnisse auch
allgemein anerkannt. Nach definierten Kriterien wird ein fir die Messgrofie X geeignetes Referenzlabor
bestimmt, das dann durch eine Messung die Referenzdaten ermittelt. Die Kriterien fiir die Wahl des Refe-
renzlabors konnen vielfaltig sein und sich je nach Ziel der Eignungsprifung unterscheiden. Nach DIN EN
ISO/IEC 17043:2023 [2], Absatz A.2 kann ein solches Kriterium lauten, dass ,.ein Referenzlaboratorium[...]
eingesetzt [wird], das in der Lage ist, fiir den [...] [Eignungspriifungs-]gegenstand metrologisch riickgefiihrte
[...] Werte mit hinreichend geringer Messunsicherheit und Zuverlgssigkeit zu liefern.”. Insbesondere sind
hierfir Nationalinstitute, aber auch nach DIN EN ISO/IEC 17025:2018 [1] akkreditierte Kalibrierlabore
geeignet. Je nach Messgrof3e und Anforderung an die Eignungspriifung kénnen auch weitere Kriterien
fur die Wahl des Referenzlabors herangezogen werden. Im Rahmen dieses Dokuments wird darauf
jedoch nicht weiter eingegangen.

In der vorliegende Methode A wird auf den in Abschnitt 2.1 beschriebenen Datensatz, bestehend aus
N Teilnehmerdaten, zuriick gegriffen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei der Datensatz des
Referenzlabors durch den Index i = N bezeichnet und besteht aus

B dem Kalibrierwert 2.0 = Zyer,0 (s. dazu auch die Anmerkung unter 2.1,
B dem Messwert £ n;meas = Tref;meas

B und der dazugehorigen erweiterten Messunsicherheit Uy = Ut

des gewahlten Referenzlabors und definiert damit die bendtigten Referenzdaten fur die Leistungs-
bewertung der verbleibenden N — 1 Teilnehmer. Entsprechend Abschnitt 2.1 und der Definition des
Teilnehmerdatensatzes ist auch hier die Messabweichung x,.s mit

Tref = Tref;meas — Lref;0 [31]

die bendtigte Grofe fir die Auswertung der Eignungsprifung. Unter der Annahme einer Normalvertei-
lung, liegt der erweiterten Messunsicherheit des Referenzlabors typischerweise ein Erweiterungsfaktor
ket = 2, d.h. eine Uberdeckungswahrscheinlichkeit von ca. 95,45 %, zugrunde, sodass

Uref =2 Uref - [32]

Mit u,¢ ist die Standardunsicherheit des Referenzlabors bezeichnet. Fiir die in Gleichung (2.7) berlck-
sichtigte Kovarianz wird typischerweise die Annahme

Ui Trer) =0 V i € [1; N — 1] (3.3)

getroffen, d.h. es wird fir alle verbleibenden N — 1 Teilnehmerwerte z; angenommen, dass diese mit
dem Referenzwert z.¢ nicht korreliert sind. Im Modell von Abschnitt 2.2.4 entspricht dies dem Grenzfall
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wy =1lundw; =0 V i € [1; N — 1]. Diese Annahme flihrt dazu, dass sich der E,,.;-Wert aus Gleichung
(2.8) vereinfacht ausdriicken lasst durch

Xj — Lref Tj — Tyef

2T+, JUEUZ,

ref

E,.,= (3.4)
Das Kriterium zur Leistungsbewertung aus Gleichung (2.9] bleibt bestehen. Wie in Abschnitt 2.2.4
beschrieben, ist eine Leistungsbewertung fir das gewahlte Referenzlabor nicht méglich. Die Annahme,
dass zwischen Teilnehmerwert und Referenzwert keine Korrelation vorliegt, ist insbesondere dann
zu Uberprifen, wenn die Rickfihrung eines Teilnehmers ¢ fir die Messgrof3e X Uber das gewahlte
Referenzlabor erfolgt. Dies ist entweder in der Planung und Organisation der Eignungsprifung zu
berlicksichtigen, oder durch die Kovarianz im E,.;-Wert gemaf Gleichung (2.8]. Unter Umstanden ist
die Berechnung dieser Kovarianz nicht trivial, da detaillierte Kenntnisse uber die Bestimmung der
Teilnehmer- und Referenzwerte, sowie deren Unsicherheiten bekannt sein missen.

Im eingangs zitierten Abschnitt A.2 aus DIN EN ISO/IEC 17043:2023 [2], impliziert ..mit hinreichend
geringer Messunsicherheit”, dass bei der Wahl des Referenzlabors darauf zu achten ist, dass die durch
das Referenzlabor gestellte Referenzunsicherheit idealerweise kleiner ist als die Messunsicherheit des
vorliegenden bzw. zu erwartenden Teilnehmerkreises. Leistungsbewertungen fir Teilnehmer, deren
Messunsicherheit kleiner ist als die Referenzunsicherheit sind mathematisch nach Gleichung (2.8)
und Gleichung (2.9) moglich, jedoch ist die Aussagekraft dieses Ergebnisses eingeschréankt. In einem
solchen Fall kann eine Auswertung nach Methode B (Kapitel 4}, Methode C (Kapitel 5] oder Methode D
(Kapitel 6] eine geeignete Mdglichkeit darstellen um diese Unzulénglichkeit zu beheben.

Aus mathematisch-statistischer Sicht kann Methode A so zusammengefasst werden, dass die Referenz-
daten definiert werden und durch die Wahl des Referenzlabors und dessen Messungen festgelegt sind.
Dem gegeniiber stehen statistische Auswertungsmethoden, die in den nachfolgenden Kapiteln diskutiert
werden. An dieser Stelle sei angemerkt, dass auch die Kombination von Methode A mit einer statistischen
Methode (bspw. die in diesem Dokument vorgestellten Methoden B, C oder D) mdglich ist. In diesem
Fall wird der Referenzwert aus den Messergebnissen von NV, ausgewahlten Teilnehmern festgelegt. Die
Messungen dieser N, Teilnehmer sind in einer geeigneten Weise im Eignungspriifungsablauf unter zu
bringen. Die genannte Vorgehensweise entspricht im Wesentlichen der Anwendung einer statistischen
Methode, unter der zusatzlichen Definition eines qualitativen Ausschlusskriteriums, sodass nur die
Daten der gewahlten N, Teilnehmer in die Berechnung einflieen. Fir die restlichen N — N, Teilnehmer
andert sich im Vergleich zu Methode A nichts, da sie keinen Einfluss auf die Referenzdaten haben. Durch
die statistische Auswertung der N, Teilnehmer wird die Bestimmung und Kenntnis der Referenzdaten
jedoch verbessert. Je nach Datenlage und gewahlter statistischer Methode kannen moglicherweise auch
kleinere Referenzunsicherheiten erzielt werden. Gewissermaflen entspricht die statistische Auswertung
von N, Teilnehmer einer , Eignungsprifung in der Eignungspriifung”, in dem Sinne, dass die N, Teilneh-
mer sich ebenfalls mit dem statistisch ermittelten Referenzwert vergleichen konnen. Bei einer reinen
Auswertung nach Methode A, ist eine Leistungsbewertung fiir das gewahlte Referenzlabor nicht maglich.

In den nachfolgenden Kapiteln wird der Fokus auf die statistische Bestimmung der Referenzdaten unter
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der Berlcksichtigung von Teilnehmerdaten gelegt. Fir den Fall einer bilateralen Eignungsprifung
wird in Kapitel 8 gezeigt, dass eine sinnvolle Auswertung nur durch Methode A gegeben ist und die
statistischen Methoden nicht anwendbar sind.
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4 Methode B — Gewichteter Mittelwert (Cox)

Die in diesem Kapitel vorgestellte und als Methode B bezeichnete statistische Auswertung von Eignungs-
prifungsdaten stammt aus der Veroffentlichung , Evaluation of key comparison data” von Maurice Cox
[4] und ist dort unter ,Procedure A" beschrieben. In Methode A, die in Kapitel 3 beschrieben ist, werden
die fur die Leistungsbewertung bendtigten Referenzdaten aus mathematischer Sicht lediglich definiert.
Im Gegensatz dazu steht Methode B, da die Referenzdaten in diesem Fall nicht durch die Messungen
eines Labors festgelegt werden, sondern durch die Messungen vieler Labore und der anschlielenden
statistischen Verrechnung dieser Messdaten zu einem Referenzdatensatz. Somit werden der Referenz-
wert und dessen Unsicherheit in Methode B unter der Beriicksichtigung von Teilnehmerdaten berechnet.

Methode B ist auch unter der Bezeichnung ,.gewichteter Mittelwert” bekannt, da, wie nachfolgend
dargestellt, die Messabweichung z; eines Teilnehmers i entsprechend der dazugehdrigen Teilnehmer-
varianz u? gewichtet wird. Allerdings ist die Bezeichnung ,.gewichteter Mittelwert” anwendbar auf eine
Vielzahl von Berechnungsmethoden, und insbesondere fir die in Abschnitt 2.2.4 unter Gleichung (2.29)
definierten linearen Modelle allgemeingiltig. Neben Methode B ist der Referenzwert auch in Methode
C (Kapitel 5) und Methode D (Kapitel 6) berechnet als gewichteter Mittelwert. Charakteristisch fir die
jeweilige Methode ist wie die Gewichtungsfaktoren w; aus Gleichung (2.29) konkret berechnet werden.
Aus diesem Grund wird die in [4] beschriebene Methode in diesem Dokument nicht als ,gewichteter
Mittelwert” bezeichnet, sondern als Methode B.

Bei Methode B handelt es sich um eine unsicherheitsbasierte Auswertungsmethode mit individueller
Gewichtung. Diese Charakteristik resultiert daraus, dass der Gewichtungsfaktor w; eines Teilnehmers ¢
im wesentlichen durch dessen Standardunsicherheit u; gegeben ist. Die Teilnehmerunsicherheiten sind
in Methode B somit von zentraler Bedeutung, wie die nun folgenden Abschnitte veranschaulichen.

4.1 Berechnung der Referenzdaten

Betrachtet wird der in Abschnitt 2.1 definierte Datensatz bestehend aus den Messabweichungen z;
der Teilnehmer i € [1; N], sowie den dazugehorigen erweiterten Messunsicherheiten U;. Wie bereits in
Kapitel 2 beschrieben, wird im Rahmen dieses Dokuments angenommen, dass den einzelnen Teilneh-
merergebnissen eine Normalverteilung zugrunde liegt und U; = 2 - u; V ¢ € [1; N]. Diese Annahme ist
eine zentrale Voraussetzung fir die Anwendung von Methode B.

Unter dieser Voraussetzung konnen prinzipiell alle N Teilnehmerdaten in die Bestimmung der Referenz-
daten einflieBen, solange der in 4.1.1 beschriebene x2-Test bestanden ist. Wie in Kapitel 3 beschrieben
ist es jedoch auch mdoglich, nur Teilnehmerdaten in die Bestimmung der Referenzdaten einflieien zu
lassen, die gewisse , qualitative” Kriterien erfiillen. Ein mdgliches Kriterium kann beispielsweise sein,
dass fir die betrachtete Messgréfie X nur nach DIN EN ISO/IEC 17025:2018 akkreditierte Labore be-
ricksichtigt werden. Abweichend von der Gesamtzahl NV der Teilnehmer kann somit die effektive Anzahl
der Teilnehmer, die in die Bestimmung der Referenzdaten einflie3t auch kleiner sein. Nachfolgend wird
die Einteilung der Teilnehmer in Gruppe ..r" und Gruppe ..n" aus Abschnitt 2.2.4 verwendet. Gruppe
.r" enthalt die N, Teilnehmer, deren Daten in der Berechnung der Referenzdaten bericksichtigt wird.
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Gruppe .n" enthalt die N, = N — N, Teilnehmer, die in der Berechnung nicht beriicksichtigt werden.
Der Gewichtungsfaktor eines Teilnehmers i aus Gruppe .n" ist durch w;.;5 = 0 gegeben.

Wie eingangs bereits erwahnt zeichnet sich Methode B dadurch aus, dass der Wert z; eines Teilnehmers
i aus Gruppe .r" entsprechend seiner Teilnehmervarianz u? gewichtet wird. Die Gewichtungsfaktoren
aus Gleichung (2.29] sind fiir Methode B folglich zun&chst durch

b Teilnehmer in Gruppe .r",

Wi;B = i (4.1)
0  Teilnehmerin Gruppe ,.n"

definiert. Der Faktor b kann iber die Normierungsbedingung aus Gleichung (2.31) bestimmt werden.
Das Ergebnis lautet

Ne -1
b:(Zuz) . (4.2)

i=1 &
Betrachtet man nun Gleichung (2.30), so kann die Referenzunsicherheit im linearen Modell durch die
Kenntnis der Gewichtungsfaktoren berechnet werden, es gilt:

N
2 _ 2 2
uref;B - Zwi;Bui
=1

Ne g -1

Damit folgt, dass b = u7,.p, sodass fiir den Gewichtungsfaktor w;.p eines Teilnehmers i € [1; N] gilt

(4.3)

ufeSB Teilnehmer in Gruppe .r",
wy;B = e [44]
0 Teilnehmer in Gruppe ..n".

Damit ist letztlich auch die Berechnung des Referenzwertes geman Gleichung (2.29) gegeben durch

N
Tref;B = E Wi;BLq
1=1

N, .

— 2 ¢

- uref;B 2
: u;
=1

(4.5)

Gleichungen (4.3), (4.4) und (4.5) definieren gewissermaBen Methode B. Insbesondere wird durch die
Definition der Gewichtungsfaktoren in Gleichung (4.4) klar, dass den Teilnehmerunsicherheiten u; eine
groBe Bedeutung zu kommt. Die Streuung der Teilnehmerwerte z; wird in der Referenzunsicherheit
nicht berticksichtigt. In diesem Sinne handelt es sich bei Methode B um eine unsicherheitsbasierte
Auswertung. Mit der Verwendung der Teilnehmerunsicherheiten in den Gewichtungsfaktoren, liegt
zudem eine individuelle Gewichtung vor. So wird beispielsweise ein Teilnehmer, dessen Unsicherheit
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im Vergleich zu den anderen Teilnehmerunsicherheiten klein ist, eine starke Gewichtung erhalten.
Hingegen werden Teilnehmer mit verhaltnismafig groflen Unsicherheiten einen geringeren Einfluss
auf den Referenzwert haben. Diese Charakteristik sowie weitere Eigenschaften von Methode B sind in
Abschnitt 4.2 dargestellt.

4.1.1 x2-Test

Wie bereits zu Beginn des vorherigen Abschnitts angemerkt, ist eine Voraussetzung der Verwendung
von Methode B das Bestehen des y2-Tests. Es handelt sich dabei um einen Hypothesentest, dessen
Nullhypothese die Normalverteilungsannahme ist. Hierfiir werden die Hilfsgrof3en

i (4.6)

) @i=zern)®  Tejlnehmer in Gruppe .r",
Xisobs —
0 Teilnehmer in Gruppe ..n".

und

N
2 § : 2
Xobs = X’L ;obs
=1

o (4.7
Z xrefB
i=1
definiert. Der x2-Test gilt als bestanden, d.h. die Nullhypothese wird nicht verworfen, wenn
Xabs
/ pN,—1(x)dz <1—a mita=0,05. (4.8)

0

Hierbeiist px. _1(z) die Wahrscheinlichkeitsdichte der y2-Verteilung mit N, —1 Freiheitsgraden. Gewahlt
wird entsprechend der Normalverteilungsannahme ein Vertrauensniveau von 95 %. Wird Gleichung (4.8)
nicht bestanden, so ist zunachst der Teilnehmer i mit dem grofiten Beitrag x7,,;,, gemaB Gleichung (4.6)
aus der Berechnung zu entfernen, d.h. dieser Teilnehmer i wird von Gruppe ..r" in Gruppe ..n" verschoben.
Mit den verbleibenden N, — 1 Teilnehmern aus Gruppe .r" werden nun gemaf den Gleichungen (4.5)
und (4.3) neue Referenzdaten berechnet und der x2-Test erneut durchgefiihrt. Diese Prozedur wird
sukzessive solange durchlaufen, bis der x2-Test bestanden ist.

An dieser Stelle sein angemerkt, dass fir Teilnehmer die nach bestandenem x2-Test in Gruppe ..n" sind,
d.h. nicht in der Berechnung der Referenzdaten bertcksichtigt sind, nach wie vor eine Leistungsbewer-
tung moglich ist. Lediglich die Korrelation mit den Referenzdaten entfallt.

4.1.2 Leistungsbewertung

GemaB Abschnitt 4.1 ist klar, dass Teilnehmer aus Gruppe ..r", die in die Bestimmung der Referenzdaten
einflieBen, mit diesen korreliert sind. Entsprechend ist nach Abschnitt 2.2.4 diese Korrelation im E,,;-
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Wert zu beriicksichtigen. Konkret ist in Methode B die Kovarianz aus Gleichung (2.35) gegeben durch

Urer:B Te€ilNnehmer in Gruppe ..r',
u(xﬁxref;B) = { B PP [49]

0 Teilnehmer in Gruppe ,.n"

und ist fir alle Teilnehmer in Gruppe ,.r” gleich. Fiir den Korrelationskoeffizienten gilt nach Gleichung
(2.38)

YetB — ;g Teilnehmerin Gruppe .r,
Tisref;B = i ' [410]
0 Teilnehmer in Gruppe .n".

Entsprechend gilt fiir den E,;-Wert

—FiZrelB . Tejlnehmer in Gruppe ..r",
2 “f‘“fef;B

En; = (4.11)

’ ZTi—Tref;B

2 2
2\ Juitugep

Fir die Teilnehmer aus Gruppe ..n" ist die Leistungsbewertung im Wesentlichen dhnlich zu Methode

Teilnehmer in Gruppe ..n".

A. Hingegen andert sich fiir die Teilnehmer aus Gruppe ,.r” das Vorzeichen zwischen Teilnehmer- und
Referenzunsicherheit unter der Wurzel. Da ui — uf.5 < u7 + ufy.p, Wirde die Vernachléssigung der
Korrelation fiir die Teilnehmer aus Gruppe ,.r" zu einer Unterschatzung deren E,;-Wertes fiihren,
d.h. ihre Leistung wiirde zu gut bewertet werden. Hierauf wird in Abschnitt 4.2.3 noch eingegangen.
Gewissermafien kompensiert die Beriicksichtigung der Korrelation den ,Vorteil” eines Teilnehmers,
den dieser dadurch hat, dass er auf die Bestimmung der Referenzdaten Einfluss nehmen kann.

4.2 Charakteristik der Methode

In diesem Abschnitt werden anhand ausgewahlter Beispiele und Grenzfalle die Eigenschaften von
Methode B dargestellt und erlautert.

4.2.1 Eigenschaften der Referenzunsicherheit

Zunachst wird auf die Charakteristik der Referenzunsicherheit eingegangen. Bei Betrachtung von
Gleichung (4.11) fallt auf, dass der E,;-Wert fiir die Teilnehmer aus Gruppe ..r" nur dann definiert ist,
wenn gilt

Upopp < ui Vi€ Gruppe ,r”. (4.12)

Gleichzeitig konnte jedoch in Abschnitt 2.2.4 allgemein gezeigt werden, dass der E, ;-Wert immer
definiert ist. Folglich handelt es sich bei Gleichung (4.12) nicht nur um eine Bedingung, sondern um
einen gultigen Zusammenhang. Die nach Methode B resultierende Referenzunsicherheit ist immer
kleiner als die kleinste Teilnehmerunsicherheit u;, die in die Bestimmung der Referenzdaten einflief3t.
Dieser, in Gleichung (4.12) gezeigte Zusammenhang, kann auch allgemein bewiesen werden. Hierfir
werden zunachst zwei Teilnehmer angenommen, aus denen die Referenzdaten ermittelt werden, wobei
0BdA u; < ug sei. Mit Gleichung (4.3) gilt dann
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2,2 2,2
uju uiu

ufef.B = 21722 < 122 = U% [413]
’ uy +uj U3

Fir N, > 2 Teilnehmer folgt der Beweis induktiv.

In Kapitel 3 wurde aus DIN EN ISO/IEC 17043:2023 zitiert, dass das Referenzlabor idealerweise so zu
wihlen ist, dass die resultierende Referenzunsicherheit kleiner ist die (erwarteten) Unsicherheiten des
Teilnehmerkreises. Andernfalls ist die Leistungsbewertung eines Teilnehmers, dessen Unsicherheit gro-
Berist als die Referenzunsicherheit wenig aussagekraftig. Aufgrund des Zusammenhangs aus Gleichung
(4.12), kann Methode B diese Unzulénglichkeit beheben. Allerdings ist hier Vorsicht geboten, da Methode
B durch den Zusammenhang in Gleichung (4.12) anfallig ist fir unterschatze Teilnehmerunsicherheiten,
bzw. Ausreifler mit kleinen Unsicherheiten. Auf diese Eigenschaft wird in Abschnitt 4.2.2 eingegangen.

Eine weitere Eigenschaft der Referenzunsicherheit zeigt sich, wenn angenommen wird, dass alle IV,
Teilnehmer eine Unsicherheit in der gleichen GrofBenordnung berichten, d.h. wenn u; ~ u; Vi € [1; N,].
In diesem Grenzfall gilt

Uy
Uref;B = —F—
vN,’

d.h. die Referenzunsicherheit wird umso kleiner, je mehr Teilnehmerdaten in der Bestimmung der

(4.14)

Referenzdaten beriicksichtigt werden. Der in Gleichung (4.14) gezeigte Zusammenhang erinnert an den
Grenzfall des arithmetischen Mittelwertes. Dieser wird im Abschnitt 4.2.2 noch einmal aufgegriffen und
naher diskutiert.

Die Tatsache, dass die Referenzunsicherheit in Methode B kleiner wird, je grof3er die Zahl der Teilnehmer
in Gruppe ..r ist, kann erneut induktiv bewiesen werden. Als Beispiel sei an dieser Stelle der Fall NV, = 2
und N, = 3 gezeigt. Fir N, = 2 und oBdA u; < ugz gilt, wie in Gleichung (4.13) gezeigt

uyU
2 1U2 2
ULf BN 9 = —5——5 (4.15)
ref;B; N, =2 u% % 1

Nun wird ein dritter Teilnehmer hinzugefiigt und oBdA gilt auch hier u; < wus. Fur die Referenzunsicher-
heit gilt nun
2,2,2

UTUSU u? U%

f;B; N, =2
55 n 12223+ 55 = 2re i 3 < ufef;B;NrZQ < U% [416]
UTUS T UTU3 T URUZ U N,=2 T U3

2 _
Uref;B; N, =3 =

Damit ist klar, dass jeder zusétzliche Teilnehmer in Gruppe .r” die Referenzunsicherheit verkleinert,
unabhangig davon, wie grof3 die Unsicherheit des zusatzlichen Teilnehmers ist.

Zusammengefasst kann festgehalten werden, dass die Referenzunsicherheit umso kleiner ist, je mehr
Teilnehmerdaten in ihrer Bestimmung beriicksichtigt sind und, je kleiner die Teilnehmerunsicherheiten
sind. Die Lage der Messabweichungen und insbesondere deren Streuung bleibt in der Referenzunsi-
cherheit unbericksichtigt.
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4.2.2 Eigenschaften des Referenzwertes

Im Gegensatz zur Referenzunsicherheit sind die Messabweichungen im Referenzwert beriicksichtigt
und die Eigenschaften des Referenzwertes ergeben sich aus dem Zusammenspiel zwischen den Teil-
nehmerunsicherheit und den Teilnehmerwerten.

Zu Beginn wird an dieser Stelle der Grenzfall aufgegriffen, dass alle Teilnehmer in Gruppe .r" eine

Unsicherheit in einer ahnlichen GroBenordnung berichten, d.h., dass u; ~ u; Vi € [1; Ny]. In diesem
Fall gilt nach Gleichung (4.14)

U1
refB = ———. 417
Uref;B \/ﬁr [ ]
Fur die Gewichtsfaktoren w;.g folgt nach Gleichung (4.4)
L Teilneh inG W
Wi = {N!_ eilnehmer in Gruppe ..r (4.18]

0  Teilnehmer in Gruppe ..n"

d.h. es wird der Gewichtungsfaktor des arithmetischen Mittelwertes, bei dem alle Messabweichungen
x; gleich gewichtet werden, reproduziert. Der Referenzwert nach Gleichung (4.5) ist in diesem Grenzfall
identisch zum arithmetischen Mittelwert

1 &
Lref;B = ﬁr lel [419]

Der Vergleich von Gleichung (4.17) und Gleichung (4.19) zeigt, dass die Referenzunsicherheit dem Er-
gebnis entspricht, das nach der Fehlerfortpflanzung fiir den arithmetischen Mittelwert erwartet wird.
Abbildung 4.1 zeigt am Beispiel von N, = 2 Teilnehmer, dass bei identischen Teilnehmerunsicherheiten
der arithmetische Mittelwert resultiert, d.h. ein Wert, der exakt in der Mitte der beiden Teilnehmerwerte
liegt.

Im nachsten Schritt wird das Beispiel von N, = 2 aus Abbildung 4.1 dahingehend modifiziert, dass die
Unsicherheit von Teilnehmer 1 nun deutlich kleiner sei als die Unsicherheit von Teilnehmer 2, d.h. u; <
us. In diesem Fall kann analytisch gezeigt werden, dass nach Gleichung (4.3) fiir die Referenzunsicherheit
gilt

2,.2 2,.,2
u7U Ui U

Utp = g = —52 = 1], (4.20)
’ uy + uj uj

d.h. die Referenzunsicherheit ist im Wesentlichen durch die Unsicherheit von Teilnehmer 1 gegeben
und, wie in Gleichung (4.13) gezeigt, sogar etwas kleiner als diese. Fiir den Referenzwert folgt damit
nach Gleichung (4.5)

2 2 2
u u
ref;B ref;B uy
Tref;B = —5 T1+ —5 T2 2 T1 + —5T2 =~ T, (4.21)
uy u3 U3

wobei verwendet wurde, dass uyer,p =~ u1 Und u; < ug, sodass uq /us < 1. Fir den Fall, dass ein Teilneh-
mer eine deutlich kleinere Unsicherheit berichtet als der andere Teilnehmer, sind die Referenzdaten im
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]372:|:2-U2

1

Lref;B 2. Uref; B

[]x1:|:2~u1

OTeilnehmer1 OTeilnehmer 2 Referenzdaten (Methode B)

Abbildung 4.1

Am Beispielvon N, = 2 Teilnehmern, die in der Berechnung der Referenzdaten berticksichtigt werden, zeigt sich, dass der
arithmetische Mittelwert reproduziert wird, falls beide Teilnehmer die gleiche Unsicherheit berichten. Der Referenzwert
liegt exakt zwischen den beiden Teilnehmerwerten und die Referenzunsicherheit ist um den Faktor V2 kleiner als die
Teilnehmerunsicherheiten. Im gezeigten Beispiel wurden die Daten x1 = 1 und x2 = 1,5 mit uy = uz = 0,25 gewdhlt.
Fiir dieses Wertepaar wird der x*-Test bestanden und ret.5 = 1,25 Mit trer.3 = 0,25//2.

Wesentlichen durch die Werte des Teilnehmers mit der kleinen Unsicherheit gegeben. Der Teilnehmer
mit der kleinen Unsicherheit wird durch diese stark gewichtet, wohingegen der Teilnehmer mit der
grofBeren Unsicherheit nur eine schwache Gewichtung erhalt.

2
UretiB ~, ] Teilnehmeri =1
win— 2 | (4.22)
B~ 4 <1 Teilnehmeri =2
2

1L2

Dieser Grenzfall erinnert an Methode A aus Kapitel 3, da letztlich die Daten eines Teilnehmers die
Referenzdaten bestimmen. Abbildung 4.2 veranschaulicht dieses Beispiel. Bildlich gesprochen zieht der
Teilnehmer mit der kleinen Unsicherheit, aufgrund seines grof3en Gewichts, den Referenzwert zu sich
heran.

Durch die Ausfiihrungen der obigen Abschnitte, sowie das in Abbildung 4.2 gezeigte Verhalten wird klar,
dass Methode B besonders anfallig ist fir Teilnehmerunsicherheiten, die im Verhaltnis zu den anderen
Teilnehmern klein ist. Dies wird insbesondere dann kritisch, wenn der Teilnehmer mit der kleinen
Unsicherheit einen Wert berichtet, der sich von allen anderen Teilnehmer deutlich unterscheidet. Im
nachfolgenden wird dieser Fall eines Ausreiflers mit kleiner Unsicherheit betrachtet. Dieser sei durch
Teilnehmer 1 mit z; & u; gegeben. Die restlichen Teilnehmer in Gruppe .r” berichten der Einfachheit
halber sowohl den gleichen Wert, als auch die gleiche Unsicherheit, d.h. z; = 22 Vi € [2; N;] und
u; = uz Vi € [2,N,]. Fur die Referenzunsicherheit erhalt man nach Gleichung (4.3)
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1

{%‘ T + 2. uy i 5 Tref;B +2- Uref;B

OTeilnehmer1 OTeilnehmer 2 Referenzdaten (Methode B)

Abbildung 4.2

Gezeigt ist das Beispiel von N, = 2 Teilnehmern, wobei die Unsicherheit von Teilnehmer 1 deutlich kleiner ist als die
Unsicherheit von Teilnehmer 2. Letztere wird daher im Vergleich zu Teilnehmer 1 nur schwach gewichtet und hat kaum
einen Einfluss auf die Referenzdaten. Diese sind mafigeblich durch Teilnehmer 1 bestimmt. Im gezeigten Beispiel wurden
die Daten z; = 1 und x2 = 1,5 mit u; = 0,075 und uz = 0,25 gewéhlt. Fiir dieses Wertepaar wird der x*-Test bestanden
und Trer;s = 1,04 mit urer;z = 0,072.

2,2
2 uuz
=12 4.23
Uref,B u% + (Nr _ 1)U% [ ]
und fir den Referenzwert gemaf Gleichung (4.5)
1
Tref;B = (u%xl + (N, — 1)u%xg) ) (4.24)

u3 + (Ny — 1)ud
Die N; — 1 Teilnehmer stellen zusammen ein Gegengewicht zu der kleinen Unsicherheit von Teilnehmer
1 dar. Dieses Gegengewicht ist umso starker, je grof3er IV, ist. Zudem hangt es vom konkreten Verhaltnis
der Unsicherheiten w; und us ab. Wie Abbildung 4.3 zeigt, ist fir N, = 2 der Referenzwert noch
mafigeblich von Teilnehmer 1 dominiert. Je mehr Teilnehmer jedoch hinzugefligt werden, welche die
gleichen Werte aufweisen wie Teilnehmer 2, umso mehr wird der Referenzwert von dieser Gruppe
angezogen. Ein Gleichgewicht der beiden Gewichte entsteht dann, wenn

u2
N, = —2 4+ 1. (4.25)
uf

In diesem Fall ist der Referenzwert durch einen Wert in der Mitte zwischen Teilnehmer 1 und den
restlichen Teilnehmern gegeben. Weitere Teilnehmer mit den Werten x5 + us filhren nun dazu, dass
der Referenzwert immer weniger durch den Wert von Teilnehmer 1 beeinflusst ist. Das bedeutet, dass
das Gewicht einer kleinen Teilnehmerunsicherheit durch hinreichend viele Teilnehmer mit ahnlichen
Werte kompensiert werden kann. Allerdings ist auch klar, dass Methode B zunachst anfallig ist fur
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Teilnehmer mit kleinen Unsicherheiten, insbesondere bei geringer Datenlage. Kritisch wird dies, wenn
ein Teilnehmer die berichtete Unsicherheit unterschatzt. Ein Hinweis daflir kann sein, dass es eine
Diskrepanz zwischen der Messwertstreuung aller Teilnehmer und der berichteten Teilnehmerunsicher-
heit gibt. Je nach Datenlage ist Methode B somit anfallig und nicht robust gegen Ausreif3er mit kleinen
Unsicherheiten. Der y2-Test bietet die Mdglichkeit solche Ausreifier zu erkennen und von Gruppe ,.r” in
Gruppe ..n" zu verschieben. Allerdings fangt dieser Mechanismus je nach Datenlage nicht zwangslaufig
jeden Ausreifler mit kleiner Unsicherheit ab. In den gezeigten Beispielen von Abbildung 4.3 ist der
x2-Test immer bestanden.

Ny =2 Ny =3

xg £ 2 ug xg £ 2 ug

%wliZ-ul

OTeilnehmer 1 OTeilnehmer 2 Referenzdaten (Methode B)

Tref;B £ 2 Uref;B

Ny =4

xg £ 2 ug

%wliQ-ul

OTeilnehmer1 O Teilnehmer 2-4 Referenzdaten (Methode B)

Tref;B 2 Uref;B

%wliZ-ul

OTeilnehmer1 O Teilnehmer 2-3 Referenzdaten (Methode B)

Tref;B 2 - Uref; B

Ny =5

xg £ 2 ug

%wliQ-ul

OTeilnehmer1 O Teilnehmer 2-5 Referenzdaten (Methode B)

Tref;B L 2 Uref;B

Abbildung 4.3

Gezeigt ist das Datenbeispiel 1 = 1 mit w1 = 0,25 und 2 = 2 mit uz = 0,5. Die Teilnehmerzahl N, die in der
Bestimmung der Referenzdaten beriicksichtigt ist, wird sukzessive von links nach rechts und von oben nach unten erhéht.
Der x*-Test ist in allen vier Fillen bestanden. Zu Beginn ist der Einfluss des Teilnehmers 1, d.h. des Teilnehmer mit der
kleinen Unsicherheit noch signifikant. Dieser wird durch das Gegengewicht der restlichen Teilnehmer und das sukzessive
Hinzufiigen weiterer Teilnehmer mit den Werten x5 4+ us reduziert. Im gezeigten Datenbeispiel ist das Gleichgewicht
nach Gleichung (4.25] fir N, = 5 Teilnehmer erreicht und ein Referenzwert exakt zwischen x1 und x2 resultiert.

4.2.3 Eigenschaften der Leistungsbewertung

In diesem Abschnitt wird auf das Verhalten des E,,,;-Wertes eingegangen werden, fir Teilnehmer ¢, die in
die Bestimmung der Referenzdaten einflieBen, d.h. in Gruppe ,r" sind. Einige Merkmale wurden bereits
im obigen Abschnitt angesprochen (vgl. Abbildung 4.5) und sollen hier noch einmal ndher betrachtet
werden. Wie in Gleichung (4.11]) gezeigt, fihrt die Korrelation zwischen Teilnehmer- und Referenzwert
dazu, dass der Ey.;-Wert sich andert zu

oy = — 2B firjin Gruppe .. (4.26)

’ 2 2
24/ U7 = Upep
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Wie schon in Abschnitt 4.1.2 geschrieben, wird durch die Beriicksichtigung der Korrelation der Vorteil
zum Teil kompensiert, den ein Teilnehmer hat, wenn dieser auf die Referenzdaten Einfluss nehmen
kann. Im Fall von Methode B zeigt sich dies konkret an der Subtraktion der Varianzen im Nenner.

Von Interesse ist insbesondere der Fall, dass ein Teilnehmer (0BdA i = 1) die Referenzdaten mafgeblich
definiert. In diesem Fall ist z,f;3 =~ 1. Gleichzeitig ist aber auch e, >~ w1, sodass nicht nur der Zahler
von Gleichung 4.26 sehr klein wird sondern auch der Nenner. An dieser Stelle sei nochmal angemerkt,
dass der Nenner stets definiert ist, da uers < u; Vi € [1; N,]. Betrachtet wird nun Gleichung (4.26) fur
Teilnehmer i = 1, wobei der Referenzwert umgeschrieben wird in

N . u2 N z
2 ref;B 2 i
Tref;B = Uref.B E — = 5 L1 + Uref:B E -3, (4.27)
— us L 92
=1 ? i=2

sodass

ref B ﬂ
rct B 72

Eyi—1 =
ref B
2u?
l
i
B rcf B : u?
= 2 re = (4.28)
U’l ul ulin
e
N,
o
T
uref;B:ul ref Z
rcf B
2u1

Mit dieser Abschatzung zeigt sich, dass die Konvergenz zu Null im Nenner dominiert, sodass ein E;;—1-
Wert nahe Null nicht zu erwarten ist, trotz bzw. besser gerade wegen des starken Einflusses von
Teilnehmer 1 auf den Referenzwert. Hier zeigt sich insbesondere, dass das Vernachlassigen der Korre-
lation zu einer signifikanten Fehlbewertung fihren kann. Denn ohne die Korrelation wiirden die beiden
Varianzen im Nenner von Gleichung (4.26) addiert. FUr @,e¢.5 ~ 21 wiirde dann nur der Zahler gegen Null
konvergieren, was zu einer zu positiven Leistungsbewertung fiihren wiirde. Durch die Beriicksichtigung
der Korrelation hingegen besteht die Moglichkeit, dass ein E,,.;—1-Wert betragsmaBig nahe oder sogar

grofBer als 1 resultiert, obwohl zycr. =~ 5.

Um das gezeigte analytische Verhalten zu veranschaulichen, wird an dieser Stelle das Beispiel aus
Abbildung 4.3 fir N, = 3 Teilnehmer aufgegriffen. Teilnehmer 1 beeinflusst den Referenzwert maf3-
geblich. Dennoch resultiert ein E,,;—1-Wert, der betragsmafig grofler ist als eins, wie in Abbildung 4.4
gezeigt. Obwohl der Referenzwert innerhalb des 95 %-igen Vertrauensbereichs von Teilnehmer 1 liegt,
bzw. der Wert von Teilnehmer 1 innerhalb des 95 %-igen Vertrauensbereichs des Referenzwertes liegt,
resultiert ein E,,;—;-Wert, der betragsmaflig grofer ist als eins. Hier wird erneut deutlich, dass die
graphische Uberlappung der Unsicherheitsbalken nicht mit der positiven Leistungsbewertung durch
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den E,;-Wert gleichzusetzen ist. Insbesondere, da in einer graphischen Uberlappung keine Korrela-
tionen berlcksichtigt werden. In Abbildung 4.4 ist zudem ersichtlich, dass die Beruicksichtigung der
Korrelation fir Teilnehmer 1 zu einer signifikanten Anderung des E,,;-Wertes fiihrt, wohingegen sich
der E,;-Wert fur Teilnehmer 2 nur minimal verschlechtert. Der Grund dafiir ist, dass Teilnehmer 1 mit
dem Referenzwert stérker korreliert ist, was anhand des Korrelationskoeffizienten aus Gleichung (4.10)
ersichtlich ist. Damit wird noch einmal deutlich, dass die Berticksichtigung der Korrelation den Vorteil
eines Teilnehmers kompensiert, den dieser zunachst hat, wenn er aufgrund einer kleinen Unsicherheit
einen signifikanten Einfluss auf den Referenzwert hat. Die gezeigten Ausfiihrungen machen deutlich,
dass die Berlcksichtigung der Korrelation keine Option ist, sondern zwingend erforderlich ist fir eine
korrekte Leistungsbewertung. Da im vorliegenden Fall die Korrelation zwischen Teilnehmer- und Refe-
renzwert analytisch bekannt ist, ist die Berlicksichtigung jederzeit moglich.

En:z
1
O--0
O a
Epni=2
xg £ 2 ug
0
a
1 £2-ug
—1
Tref;B £ 2 Uref;B 0O
Engi=1
OTeilnehmer1  OTeilnehmer 2-3 Referenzdaten (Methode B) OTeilnehmer 1 O Teilnehmer 2-3

Abbildung 4.4

Am Beispiel aus Abbildung 4.3 fiir N, = 3 wird deutlich, dass durch die Berticksichtigung der Korrelation im Ey;;-Wert
der Vorteil, den ein Teilnehmer hat, wenn er auf die Bestimmung des Referenzwertes Einfluss hat, kompensiert wird. Die
grofien Quadrate zeigen die richtige Berechnung des E..;-Wertes, d.h. mit Berticksichtigung der Korrelation. Die kleinen
Quadrate zeigen die E.;;-Werte bei vernachléssigter Korrelation. Im vorliegenden Datenbeispiel ist Ey;;—1 ~ —1,15 und
E.i—2 ~ 0,73, jeweils mit Korrelation. Das heifit, obwohl Teilnehmer 1 einen signifikanten Einfluss auf den Referenzwert
hat, ist sein Ev,;-Wert betragsmaflig grofier als eins. Die Beriicksichtigung der Korrelation fiihrt fiir diesen Teilnehmer zu
einer signifikanten Anderung des E,,.;-Wertes [vgl. ohne Korrelation: Epn.;—1 ~ —0,52 und Ey,i—2 ~ 0,62). Da Teilnehmer
2 und 3 mit dem Referenzwert weniger stark korreliert sind, ist fiihrt die Beriicksichtigung der Korrelation hier zu einer
kleineren Anderung.

Abschlieflend ist in Abbildung 4.5 die Abhangigkeit verschiedener Parameter von der Teilnehmerzahl
N, gezeigt, wobei das Wertebeispiel aus Abbildung 4.3 aufgegriffen wird. Teilnehmer 1 berichtet als
einziger die Werte 27 = 1 und u; = 0,25. Alle restlichen Teilnehmer i € [2; N,] berichten die gleichen
Werte x5 = 2 und us = 0,5. Die Gesamtzahl IV, wird sukzessive erhdht, sodass immer mehr Teilnehmer
vorliegen, welche die Werte x5 und uy berichten. Die in Abschnitt 4.2.1 diskutierte Eigenschaft der
Referenzunsicherheit, dass diese mit steigender Teilnehmerzahl immer kleiner wird, ist in Abbildung
4.5 zu erkennen. Auflerdem wird noch einmal deutlich, dass die Referenzunsicherheit in jedem Fall
kleiner ist als die kleinste Teilnehmerunsicherheit, die in die Berechnung einflieB3t. Hinsichtlich des
Referenzwertes zeigt sich zunachst das in Abschnitt 2.2.4 allgemein beschriebene Verhalten, dass der
Referenzwert immer zwischen dem minimalen und dem maximalen Teilnehmerwert liegt. Zudem zeigt
sich an diesem Beispiel, dass fur kleine Teilnehmerzahlen N, der Referenzwert maf3geblich durch
Teilnehmer 1 dominiert ist, da dieser aufgrund seiner verhaltnismaBig kleinen Unsicherheit eine starke
Gewichtung erhalt. Dieses Gewicht der kleinen Unsicherheit wird reduziert, durch die Anzahl N, — 1 der
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Teilnehmer, die den Wert von Teilnehmer 2 berichten. Damit wird noch einmal unterstrichen, dass das
Gegengewicht zu einer kleinen Unsicherheit durch die Gesamtzahl der restlichen Teilnehmer gegeben
ist. Im gewahlten Beispiel ist ein Gleichgewicht bei N, = 5 erreicht und der Referenzwert befindet
sich exakt zwischen x; und 5. Das graphische Ergebnis stimmt mit dem Wert gemaf Gleichung (4.25)
tiberein. Das Gleichgewicht ist auch in den Gewichtungsfaktoren ersichtlich, allerdings nur, wenn fir die
Teilnehmer i € [2; N,] das kombinierte Gewicht betrachtet wird. Dieses steigt mit zunehmender Teilneh-
merzahl IV, an. Das Gewicht eines einzelnen Teilnehmer sinkt jedoch mit zunehmender Teilnehmerzahl.
Dieses Verhalten ist fiir alle Teilnehmer i € [1; N,] zu beobachten und zu erwarten.

0,55 , . Lo . 22 o . .
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0,45 18
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‘T 04 16
E =
$035 514
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Abbildung 4.5

Fiir das Datenbeispiel aus Abbildung 4.3 ist die Abhangigkeit von Referenzunsicherheit (oben links), Referenzwert [oben
rechts), Gewichtungsfaktoren [mitte links), Kovarianz [mitte rechts), E,.;-Wert [unten links] und x?-Test (unten rechts)
gezeigt.

Wie in Gleichung (4.10) ersichtlich, ist der Korrelationskoeffizient eines Teilnehmers im Wesentlichen
durch die Wurzel des Gewichtungsfaktors gegeben, sodass auch hier ersichtlich wird, dass die Korrela-
tion eines einzelnen Teilnehmers mit dem Referenzwert bei steigender Teilnehmerzahl wie erwartet
abnimmt. In Abbildung 4.5 wird zudem deutlich, dass die Korrelation zwischen Teilnehmer 1 und
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Referenzwert zwar mit steigender Teilnehmerzahl abnimmt, dennoch im betrachteten Bereich noch
relativ hoch ist. Diese Tatsache spiegelt sich auch im E,,;;—;-Wert wieder, der mit steigender Teilneh-
merzahl betragsmaflig immer grof3er wird. Hierfir sind zwei Griinde aufzufiihren. Zum einen weist
Teilnehmer 1 nach wie vor eine Korrelation von ber 50 % mit dem Referenzwert auf. Zwar taucht der
Korrelationskoeffizient im E\,;-Wert von Gleichung (4.11) nicht explizit auf, allerdings ist auch klar,
dass Teilnehmer 1 im Vergleich zu den restlichen Teilnehmern immer den kleinsten Nenner haben
wird, da u; — Urer:B < Uz — Urer:p ¥V @ € [2; Ny]. Zum anderen ist der Referenzwert mit steigender Teil-
nehmerzahl immer starker durch die Werte der Teilnehmergruppe .n" bis N, dominiert, sodass fir
N, > 5 auch der Zahler im E,;-Wert betragsmaBig groBer ist als der Zahler der anderen Teilnehmer,
d.h. |21 — Zrer:B| < |22 — Zrer:| V @ € [2; Ny > 5]. Die Teilnehmer 2 bis N, hingegen profitieren, da
sich sowohl der Referenzwert zu ihren Gunsten verandert und gleichzeitig auch die Korrelation eines
einzelnen Teilnehmers mit dem Referenzwert abnimmt, je mehr Teilnehmer hinzugefligt werden.

Den E,;-Wert betreffend fallt zudem auf, dass fir IV, = 2, Teilnehmer 1 und Teilnehmer 2 den betrags-
mafBig gleichen Wert erzielen. Diese Beobachtung ist fir Methode B allgemeingiiltig und nicht von den
gewahlten Werten abhangig. Analytisch lasst sich diese Eigenschaft leicht zeigen, denn es gilt fir N, = 2

Uretip = — (4.29)
VUi + uy
und
1
Tref:B = m (ugml + U%l’g) . (4.30)
Damit folgt fiir den E,,,; Wert fiir Teilnehmer 1 und 2
Xr1 — T2
En;i:l = o5 /3 3o
2y/uf + us (4.31)
Ei—o = S Sl U —FEyi—1.

2y/u? + u3 ’

Unabhangig von den berichteten Werten der beiden Teilnehmer werden sie jeweils die gleiche Leistungs-
bewertung erzielen, d.h. beide Teilnehmer bestehen die Vergleichsmessung gemeinsam oder eben
nicht. Dieses Ergebnis wird erneut nur dann richtig reproduziert, wenn die Korrelation bericksichtigt
wird. Auf die Handhabung von Methode B bei bilateralen Eignungsprifungen wird in Kapitel 8 noch
ausfuhrlich eingegangen.

Der Vollstandigkeit halber sei hier noch angemerkt, dass in Abbildung 4.5 auch der x2-Test nach Glei-
chung 4.8 gezeigt ist. Dieser ist in allen Fallen bestanden. Fir kleine Teilnehmerzahlen wird der x2-Test
nur knapp bestanden. Hier zeigt sich, dass ein starkerer Ausreif3er, d.h. wenn Teilnehmer 1 entweder
einen noch kleineren Wert oder eine noch kleinere Unsicherheit berichtet, zu einem Fehlschlagen des
x2-Tests fiihren wiirde. Insbesondere bei grof3erer Teilnehmerzahl zeigt sich jedoch, dass der y2-Test
nicht zwangslaufig fehlschlagen muss. AbschlieBend sei auBerdem angemerkt, dass die Teilnehmer
2 bis N; letztlich von Teilnehmer 1 profitieren. Ein Ausrei3er mit kleiner Unsicherheit kann daher zu
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einer Gesamtbeeinflussung der Auswertung fiihren, falls er durch den x2-Test nicht eliminiert wird.
Methode B ist daher nur begrenzt robust. Insbesondere ist hinsichtlich ,moderaten” Ausreiern mit

kleiner Unsicherheit Vorsicht geboten.

Anmerkung: Der Anschaulichkeit halber wurde in diesem Kapitel u.a das Beispiel von zwei Teilnehmern
betrachtet, um die Eigenschaften der Methode B aufzuzeigen. Wie in Kapitel 8 gezeigt ist eine statistische
Auswertung ist diesem Fall jedoch nicht empfohlen und mit Vorsicht zu betrachten.
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5 Methode C — Robuste Abwandlung des arithmetischen
Mittelwertes (IS0 13528:2022)

In diesem Kapitel wird zunachst der arithmetische Mittelwert betrachtet. Darauf aufbauend wird der
robuste Algorithmus aus IS0 13528:2022 Anhang C.3 [3] beschrieben und analysiert. Dieser Algorithmus
ist nachfolgend als Methode C bezeichnet. Wie bereits in Methode B, flieBen auch in Methode C, bzw.
im arithmetischen Mittelwert allgemein, Teilnehmerdaten in die Bestimmung der Referenzdaten ein.
Insbesondere ist der arithmetische Mittelwert durch das lineare Modell aus Abschnitt 2.2.4 beschreibbar.
Fur Methode C, d.h. fir den robusten Algorithmus aus ISO 13528:2022, ist das lineare Modell aufgrund
der einzelnen lterationsschritte des Algorithmus nur in abgewandelter Form anwendbar. Hierauf wird
in Abschnitt 5.2.2 ndher eingegangen.

Bei Methode C handelt es sich um eine streuungsbasierte Auswertungsmethode mit einer vereinheit-
lichten Gewichtung, die sich somit grundlegend von Methode B unterscheidet. Die Charakteristik von
Methode C wird in den nachfolgenden Abschnitten diskutiert. Zu Beginn wird hierfiir zunachst der
arithmetische Mittelwert betrachtet, der als Grundlage von Methode C verstanden werden kann. Aus
diesem Grund wird der arithmetische Mittelwert nachfolgend als Methode Cy bezeichnet.

Betrachtet wird in diesem Kapitel der in 2.1 definierte Datensatz, d.h. es liegen N Teilnehmer vor, wobei
die berichtete Messabweichung durch z; und die dazugehorige erweiterte Messunsicherheit durch U;
gegeben sind. In Kapitel 2 wurde bereits die fir dieses Dokument giltige Annahme getroffen, dass
U, =2 -wu; Vi € [1;N], d.h., dass die einzelnen Teilnehmerergebnisse durch eine Normalverteilung
beschrieben werden. Zudem wird in diesem Kapitel die Einteilung der N Teilnehmer in zwei Gruppen
aus Abschnitt 2.2.4 verwendet, d.h. lediglich die N, Teilnehmer aus Gruppe ,.r" haben einen Einfluss
auf den Referenzwert. Eine Vorauswahl kann, wie in Kapitel 3 dargelegt, anhand qualitativer Kriterien
getroffen werden, sodass beispielsweise nur nach DIN EN ISO/IEC 17025 akkreditierte Labore oder aus
einem anderen Grund ausgezeichnete Labore in die Bestimmung der Referenzdaten einflieflen. Alle
Teilnehmer, die Gruppe .r" zugeordnet werden, haben in Methode Cq und C letztlich einen Einfluss auf die
Referenzdaten, obgleich dieser Einfluss sehr unterschiedlich ausfallen kann, wie in den nachfolgenden
Abschnitten gezeigt wird. Ein Mechanismus zur Verschiebung von Teilnehmern aus Gruppe ,.r" in Gruppe
.n“, d.h.in die Gruppe, deren Teilnehmer nicht in der Bestimmung der Referenzdaten bericksichtigt
werden, existiert in den nachfolgend dargestellten Methoden nicht. Vielmehr setzt Methode C auf die
Modifizierung, statt die Eliminierung von Ausreif3ern, wie Abschnitt 5.2.1 zeigt.

5.1 Arithmetischer Mittelwert (Methode C;)

Der arithmetische Mittelwert fiir Methode Cq ist wie in [17] definiert durch

1 &
Tref;Cy = ﬁ sz [51]
Ti=1

Im Vergleich zu Gleichung (2.29) zeigt sich, dass hier ein lineares Modell vorliegt, wobei die Gewich-
tungsfaktoren w; definiert sind durch
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L Teilnehmer in Gruppe ,.r",
Wi;Co = N PP . [52]
0  Teilnehmerin Gruppe ,.,n".

Der Gewichtungsfaktor ist somit fir alle Teilnehmer aus Gruppe ,.r” gleich und alle Werte werden
einheitlich gewichtet. Die Unsicherheiten der Teilnehmer spielen bei der Bestimmung des arithmeti-
schen Mittelwertes keine Rolle. Diese Art der Gewichtung steht im Gegensatz zu Methode B, bei der die
Teilnehmer Gber ihre individuelle Standardunsicherheit gewichtet werden. Aus Gleichung (5.2) kann die
Kovarianz u(z;; ref.c,) geman Gleichung (2.35) bestimmt werden. Das Ergebnis lautet

S

u

i Teilnehmer in Gruppe .r"

=z

(5.3)

U(T4; Tref,c ) = .
0  Teilnehmerin Gruppe .n".

Der arithmetische Mittelwert an sich enthélt keinen Mechanismus um Ausreifier von Gruppe ,.r” in
Gruppe ..n" zu verschieben, d.h. aus der Bestimmung der Referenzdaten heraus zu nehmen. Geeignete
Tests auf inkonsistente Daten sind an dieser Stelle zusatzlich durchzufihren. Als Beispiel fur einen
statistischen Ausreifertest sei an dieser Stelle auf den Grubbs-Test [18, 19] verwiesen. Der robuste
Algorithmus aus Methode C behebt dieses Defizit von Methode Cy. Abschnitt 5.2.1 vorwegnehmend sei
angemerkt, dass statistische Tests Ausreif3er typischerweise identifizieren und dann aus den Berech-
nungsdaten entfernen. Der robuste Algorithmus von Methode C hingegen identifiziert Ausreifier und
modifiziert deren Wert in geeigneter Weise. Erganzend konnen auch qualitative Kriterien angewandt
werden, sodass bspw. nur Nationalinstitute oder nach DIN EN ISO/IEC 17025:2018 akkreditierte Labore
in der Bestimmung der Referenzdaten berticksichtigt werden.

Fir die zum arithmetischen Mittelwert gehorende Referenzunsicherheit u,ef,c, gibt es zwei Moglichkei-
ten. Die erste ist durch die empirische Standardabweichung des arithmetischen Mittelwertes gegeben,
d.h.

2

1 S

Gl = i = TrotCo )2 5.4
Uref,Co,l Nr(Nr—].) (1‘ x f’CO) [ ]

i=1

Insbesondere bleiben die Teilnehmerunsicherheiten u; an dieser Stelle weiter unberiicksichtigt. Statt-
dessen wird auf die Streuung der Teilnehmerdaten zuriick gegriffen. Da dieser Ansatz letztlich auch
in Methode C in abgewandelter Form verwendet wird, zeigt sich hier bereits die eingangs genannte
Eigenschaft, dass es sich im Gegensatz zu Methode B um eine streuungsbasierte Auswertung handelt.
Diese Eigenschaft steckt letztlich bereits im arithmetischen Mittelwert aus Gleichung (5.1). An dieser
Stelle sei auf Anmerkung 2 im Unterkapitel 2.2.4 verwiesen, da tber Gleichung (5.4) die Riickfihrung
der Referenzdaten nicht zwangslaufig sicher gestellt ist.

Die zweite Moglichkeit fur die Referenzunsicherheit ist daher durch die Berticksichtigung der Teilneh-

merunsicherheiten u; entsprechend der Fehlerfortpflanzung nach Gleichung (2.30) aus Abschnitt 2.2.4
gegeben, d.h.
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Wl = 2 > i (5.5)
T =1

In diesem Fall wirden die Teilnehmerunsicherheiten beriicksichtigt werden, allerdings bliebe die
Streuung der Teilnehmerwerte in der Referenzunsicherheit unberiicksichtigt. Ein Moglichkeit die beiden
Gleichungen (5.4) und (5.5) zu verknipfen ist nach [7] gegeben durch

Uref;Cy = IMax (uref;Co;l; uref;C0;2) . [56]

Die Anwendung dieser Gleichung ist in Abbildung 5.1 gezeigt. Dort zeigt sich, dass durch die Erganzung
VON Uret:Cy:2 VErhindert wird, dass die Referenzunsicherheit unterschatzt wird, falls die Streuung der
Teilnehmerwert deutlich kleiner ist als die Teilnehmerunsicherheiten. Eine Berlicksichtigung der Kon-
sistenz der Daten ist damit jedoch nicht gegeben, d.h. Methode Cq (und auch Methode C) beriicksichtigen
nicht, ob die Streuung im Rahmen der berichteten Unsicherheiten erklarbar ist. Diese Eigenschaft wird
in Methode D (Kapitel 6] ergénzt.

25

Tref;Cq + Uref;Cq;1 Tref;Cq + Uref;Cq;1l
2
L @ref;cg F Uref;Cq;2 15 L @re;cg F Uref;Cq ;2
15
1 1 1

1

05 0,5

0 0
-05

8 -0,5

4 T +

s Tref;Co T Uref;Cq -1 Tref;Co T Uref;Cq
-2 15
-2,5 -2

O Teilnehmer 1-5 Referenzdaten (Methode Cq ) O Teilnehmer 1-5 Referenzdaten (Methode Cq )

Abbildung 5.1

Das Beispiel links zeigt den Fall, dass die Streuung der Teilnehmerwerte x; gréf3er ist als die Fehlerfortpflanzung der Teil-
nehmerunsicherheiten. Im rechten Beispiel ist die Streuung deutlich kleiner als die einzelnen Teilnehmerunsicherheiten
und deren quadratische Addition. Die empirische Standardunsicherheit wiirde in diesem Fall die Referenzunsicherheit
unterschatzen. In beiden Féllen zeigt sich, dass der Referenzwert unabhéngig ist von den Teilnehmerunsicherheiten.

In Kapitel 2 wurde die Annahme getroffen, dass die Daten der einzelnen Teilnehmer durch eine Nor-
malverteilung beschrieben werden konnen. Auch fir die Referenzdaten aus Methode B, C und D wird
folglich eine Normalverteilung angenommen. In Gleichung (2.7) wird daher der Erweiterungsfaktor
k = 2 verwendet. Diese Annahme stBt bei Methode Cq jedoch an ihre Grenzen, falls uret.cy = Uret:Coi1-
In diesem Fall wird der Referenzunsicherheit ein Freiheitsgrad von N, — 1 zugeordnet. Folglich ist der
effektive Freiheitsgrad der Unsicherheit im Nenner des E,,.;-Wertes aus Gleichung (2.7) endlich, sodass
der Erweiterungsfaktor k£ entsprechend der Student-t Verteilung auch grofB3er als zwei sein kann. Die
Verwendung von k£ = 2 fihrt in diesem Fall zu einem gréfleren E,;-Wert, sodass formal die Méglichkeit
besteht, dass Leistungen von Teilnehmern zu schlecht bewertet werden. Entscheidend fir den effektiven
Freiheitsgrad ist die Unsicherheit u; des einzelnen Teilnehmers. Je kleiner diese Unsicherheit ist, desto
kleiner ist auch der effektive Freiheitsgrad, wodurch wiederum der Erweiterungsfaktor der Student-t
Verteilung groBer wird. Das bedeutet, dass Teilnehmer mit einer verhaltnismafig kleinen Unsicherheit
von einer Anpassung des Erweiterungsfaktors entsprechend der Student-t Verteilung eher profitieren
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als Teilnehmer mit einer grof3eren Unsicherheit. Allgemein kann gezeigt werden, dass der effektive
Freiheitsgrade im Intervall [N, — 1; (N, — 1)(1 + ((N; — 2) N, + 1)?)] liegt. Der effektive Freiheitsgrad ist
insbesondere dann klein, wenn N, klein ist und/oder wenn die Streuung der Teilnehmerwerte gréfer
ist als die Unsicherheiten der Teilnehmer, d.h. wenn eine Diskrepanz in den Daten vorliegt (s. dazu
auch Methode D, Kapitel 6). Die genannte Eigenschaft, dass der Erweiterungsfaktor letztlich von der
Teilnehmerunsicherheit abhangt und insbesondere Teilnehmer mit einer kleinen Unsicherheit in der
Leistungsbewertung davon profitieren, fihrt dazu, dass die Anpassung des Erweiterungsfaktors in die-
sem Dokument nicht weiter verfolgt wird. Stattdessen wir der E,,,;-Wert wie in Gleichung (2.8) dargestellt
mit k£ = 2 verwendet.

5.1.1 Charakteristik der Methode

Wie sich in Gleichung (5.1) zeigt, ist der Einfluss jedes Teilnehmers auf den Referenzwert, also den
arithmetischen Mittelwert, gleich, da alle Teilnehmer in Gruppe .r" nach Gleichung (5.2) gleich gewichtet
werden. Diese Tatsache ist jedoch nicht gleichbedeutend damit, dass alle Teilnehmer den gleichen
Korrelationskoeffizienten r;..cr.c, haben. Vielmehr ist dieser nach Gleichung (2.38) direkt proportional
zur Teilnehmerunsicherheit u;. Da der Gewichtungsfaktor des arithmetischen Mittelwerts nur von der
Teilnehmerzahlin Gruppe .r* abhédngt, wird diese direkte Proportionalitat nicht aufgehoben und es gilt

Us

(5.7)

Tiref,Cy =
et Nruref;CU

fir Teilnehmer in Gruppe ,.r". An dieser Stelle sei angemerkt, dass erst durch die Definition von w,ef.c,
in Gleichung (5.6) sichergestellt ist, dass der Korrelationskoeffizient Tiref;Co Kleiner als eins ist. Wiirde
Methode Cy lediglich auf die empirische Standardabweichung zuriick greifen, so kann diese je nach
Datenlage auch kleiner sein als eine einzelne Teilnehmerunsicherheit und ein Korrelationskoeffizient
groBer eins wiirde sich fiir den entsprechenden Teilnehmer ergeben. Da Korrelationskoeffizienten sinn-
vollerweise nur Werte zwischen 0 und 1 zugeordnet werden, zeigt sich an dieser Stelle die Notwendigkeit
der Bericksichtigung von Gleichung (5.5) in der Referenzunsicherheit.

1 1
Tref;Co T Uref;Co;l 4
25
I Zref;C i""ref;c ;2

0 0 =] 08
15 4

o
O

05

04 04
-0,5
-1 %
15 T 02 02
Tref;Co T Uref;Cq
-25 0 0

O Teilnehmer 1-4 Referenzdaten (Methode Cq ) O |Ep;;|-wert Korrelationskoeffizient

Abbildung 5.2

Gezeigt ist ein Beispieldatensatz bestehend aus vier Teilnehmern, deren Wert x; betragsméBig gleich ist. Die Standardun-
sicherheiten unterscheiden sich sukzessive um 0,20. Es zeigt sich in der rechten Graphik, dass der Korrelationskoeffizient
direkt proportional zur Teilnehmerunsicherheit ist. Die kleinen grauen Quadrate in der rechten Abbildung zeigen infor-
mativ den E,;-Wert fiir den Fall, dass die Korrelation nicht berticksichtigt wird.
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Abbildung 5.3

Gezeigt sind vier Teilnehmer, wobei Teilnehmer 1 und 2 den Wert x;—1,2 = —0,5 und Teilnehmer 3 und 4 den Wert
xi=3,4 = 0,5 aufweisen. Aufgrund dieser Symmetrie ist der Referenzwert nach Methode B und Cy gleich Null. Teilnehmer
1 und 3 weisen die gleiche Unsicherheit auf, mit u;—1.3 = 0,30. Teilnehmer 2 und 4 haben die Unsicherheit w;—2;4 = 1,0.
Folglich sind der betragsméfiige E..;-Wert und der Korrelationskoeffizient jeweils fiir Teilnehmer 1 und 3, sowie fir
Teilnehmer 2 und 4 identisch. Wie rechts zu sehen ist, zeigt sich zwischen Methode B und Methode Cy eine grundlegend
andere Charakteristik. Wahrend nach Methode Cy Teilnehmer 1 und 3 einen kleinen Korrelationskoeffizienten aufweisen,
ist dieser nach Methode B fiir die beiden genannten Teilnehmer aufgrund ihrer kleinen Unsicherheit grofi. Umgekehrt
ist es fur Teilnehmer 2 und 4. Aufgrund ihrer grofien Unsicherheit weisen diese beiden Teilnehmer gemé&fi Methode Cy
einen groBBen Korrelationskoeffizienten auf, nach Methode B allerdings einen eher kleinen. Die konkrete Auswirkung der
Korrelation zeigt sich letztlich im E,.;-Wert.

Je grofer die Teilnehmerunsicherheit, desto grof3er ist auch der Einfluss der Korrelation in der Leis-
tungsbewertung, wie Abbildung 5.2 zeigt. Der E,;-Wert fiir Gruppe .r" ist in diesem Fall gegeben
durch

Tj — Tref;Co
2 2 2
2\/(1 - ﬁr)uz + urcf;co

Der E,,;-Wert ist immer definiert, da N, > 2, bzw. sogar N, > 2, wie in Kapitel 8 noch gezeigt wird.

E.; = fur 4 in Gruppe ,.r". (5.8)

Gleichungen (5.7) und (5.8) weisen einen deutlichen Unterschied zu Methode B auf. Wahrend in Methode
B nach Gleichung (4.10]) vor allem Teilnehmern mit einer verhaltnismaBig kleinen Unsicherheit eine
grof3e Korrelation zugeordnet wird, wird in Methode Cy Teilnehmern mit einer verhaltnismafig groflen
Unsicherheit eine grofie Korrelation zugeordnet, obgleich der Einfluss auf den Referenzwert fir alle
Teilnehmer gleich ist. Die Auswirkung der Korrelation zeigt sich erst in der Leistungsbewertung iber
den E,;-Wert. Ein Vergleich dieser unterschiedlichen Charakteristiken von Methode B und Cq ist in
Abbildung 5.3 gezeigt.

In den bisher betrachteten Beispielen ist die Referenzunsicherheit durch die empirische Standardab-
weichung aus Gleichung (5.4) gegeben. Nachfolgend wird nun der Fall betrachtet, dass die Referenzun-
sicherheit durch die Fehlerfortpflanzung des arithmetischen Mittelwertes, d.h. durch Gleichung (5.5)
gegeben ist. Um zu vermeiden, dass die Referenzunsicherheit von Methode Cy unterschatzt wird, kann
es sinnvoll sein, die Referenzunsicherheit gemaf Gleichung (5.6) zu definieren. Es sei beispielsweise
angenommen, dass N, = 5 Teilnehmer mit gleichem Wert 2; = 0 V ¢ € [1; 5] vorliegen. Die Teilnehmer
2 bis 5 berichten vereinfacht die gleichen Unsicherheiten u; = 1 V ¢ € [2;5], die Unsicherheit des
Teilnehmers 1 hingegen sei variabel. Alle Teilnehmerwerte sind identisch, d.h. der Referenzwert ist
nach Methode B und Cq gegeben durch 2,et.5 = Zrer;c, = 0. Da keine Streuung in den Teilnehmerdaten
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vorliegt, ist uyer.co;1 = 0, sodass die Referenzunsicherheit nur durch wyet.c,;2 aus Gleichung (5.5) ge-
geben sein kann. Der Verlauf der Referenzunsicherheiten e, UNd Urer,cy = Urer;Cy;2 ISt in Abbildung
5.4 gezeigt. Signifikant ist der Unterschied, dass im gewahlten Beispiel die Referenzunsicherheit nach
Methode B nach oben begrenzt ist und nicht gréBer wird als u;—s_4/+/N; — 1 = 1/2. Fur eine groBer
werdende Unsicherheit des Teilnehmers 1 konvergiert die Referenzunsicherheit von Methode B von
unten gegen diesen Grenzwert. Der Grund dafur ist, dass wir bereits in Kapitel 4 diskutiert, Methode
B vor allem von kleinen Unsicherheiten dominiert wird und verhaltnismaBig grof3e Unsicherheiten
keinen Einfluss auf die Referenzunsicherheit haben. Dementsprechend ist die Referenzunsicherheit
nach Methode B nach unten nur durch die 0 begrenzt. Anders verhalt es sich mit der Fehlerfortpflanzung
aus Gleichung (5.5). Diese ist proportional zu den einzelnen Teilnehmerunsicherheiten und konvergiert
somit fUr eine groBer werdende Unsicherheit u;—; von Teilnehmer 1 gegen u;—1/5. Dadurch ist klar,
dass die Referenzunsicherheit von Methode Cq in diesem Fall beliebig grof3 werden kann. Damit ver-
bunden ist eine mogliche Uberschatzung der Referenzunsicherheit, was letztlich zu einer zu guten
Leistungsbewertung der Teilnehmer fiihren kann.

12 4
1
=
g Ui=1
=08 x5
S
0
% 0,6 Ui=2—4
N VN —1
C
(] - el
5 04 =
— N,—1
&J ' N, Wi=2-4
0,2 "
0 > Uj=1
0 1 2 3 4 5

Methode Cq —— Methode B

Abbildung 5.4

Im Beispiel z; =0 V i € [1; N;] mit N, = 5undu; = 1 V i € [2; N|, ist der Verlauf der Referenzunsicherheit der
Methoden B und Cy in Abhédngigkeit von der variablen Teilnehmerunsicherheit u;—1 gezeigt. Die Referenzunsicherheit ist
in Methode B nach oben begrenzt, nach unten jedoch nur durch die 0. In Methode Cy kann die Referenzunsicherheit aus
Gleichung (5.5 hingegen beliebig grof3 werden, ist dafiir jedoch nach unten begrenzt.

Je nach Datenlage ist die Wahl der Referenzunsicherheit nach Gleichung (5.6) daher problematisch und
genau abzuwagen. Wahrend uye,c;1 zU einer Unterschatzung der Referenzunsicherheit flihren kann und
nach unten nur durch die 0 begrenzt ist, kann wycf,c,;2 ZU einer Uberschétzung der Referenzunsicherheit
fihren, ist dafiir aber nach unten begrenzt. Hier zeigt sich das Defizit von Methode Cy, dass Teilneh-
merwert z; und Teilnehmerunsicherheiten u; in der Bestimmung der Referenzdaten nicht gemeinsam
betrachtet werden. Eine Behebung dieses Defizits ist durch Methode D aus Kapitel 6 gegeben.
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5.2 Robuster Algorithmus (Methode C)

Die grundlegenden Gleichungen des arithmetischen Mittelwertes (5.1) und (5.4) zeigen, dass dieser
anfallig ist fir Ausreifler, da alle N, Teilnehmer aus Gruppe ,r" gleichermafen in die Bestimmung der
Referenzdaten einflieflen. Ein Beispiel dafir ist in Abbildung 5.5 gegeben. Dort zeigt sich, dass Methode
Co inderin Abschnitt 5.1 beschriebenen Form nicht robust ist, d.h. leicht durch Ausrei3er beeinflussbar
ist. Ein Kriterium zur Eliminierung oder Modifikation von Ausreif3ern ist in der bisher beschriebenen
Methode Cy nicht gegeben.

"
. %]%H ) %%%

-0,5 -05

O Teilnehmer 1-5 Referenzdaten (Methode Cq ) O Teilnehmer 1-5 Referenzdaten (Methode Cq )

Abbildung 5.5

Die in Abschnitt 5.1 beschriebene Methode Cy ist sowohl im Referenzwert, als auch u.U. in der Referenzunsicherheit
anféllig fir Ausreifer. Im gezeigten Beispiel wurde zwischen den beiden Abbildungen lediglich der Wert x5 von Teilnehmer
5 geédndert.

Eine Moglichkeit den arithmetischen Mittelwert hinsichtlich seiner Robustheit zu verbessern ist durch
den Algorithmus aus Anhang C, Abschnitt 3.1 der I1SO 13528:2022 [3] gegeben. Durch die Anwendung
dieses Algorithmus wird der Einfluss von Ausreifiern auf die Referenzdaten reduziert, sodass eine
robuste Auswertungsmethode resultiert. Die Grundlage zu diesem Algorithmus findet sich in Ansatzen
in [20] wieder. Die nachfolgenden Darstellungen werden im Rahmen dieses Dokuments als Methode C
bezeichnet. Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit von Methode C ist, dass mindestens vier Teilnehmer-
datensatze in die Bestimmung der Referenzdaten einflieen, d.h. N, > 4. Der Ausreifleranteil in den
Daten darf zudem nicht grofler sein als 25 %. Hierfur ist ggf. eine graphische Analyse heranzuziehen.
Wie spater noch klar wird, geht Methode C davon aus, dass die vorliegenden Werte z; der Teilnehmer
Stichproben einer zugrundeliegenden und unbekannten Normalverteilung sind.

5.2.1 Berechnung der Referenzdaten

Zur Vereinfachung sei oBdA angenommen, dass die Teilnehmerwerte aufsteigend sortiert sind, d.h.
x; < xipq Vi € [1; Ny — 1). Zudem wird x = {z1;...; 2y, } definiert. In jedem lterationsschritt n des
Algorithmus werden ein Mittelwert ¢, und eine Standardabweichung uc;, ermittelt. Der Anfangswert
des Mittelwertes ist durch den Median (,med”) gegeben, d.h.

T, N4 N, ungerade,
ZToip=o = med(x) = T NAT_Ne (5.9)
—2 2 N, gerade.

Der Median ist im Vergleich zum arithmetischen Mittelwert deutlich robuster, da dieser nur von den
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konkreten Werten im mittleren Bereich der sortierten Werte von x abhangt. Die restlichen Werte [
nahe 1 oder N,) spielen dabei nur in ihrer relativen Lage zu den Werten im mittleren Bereich eine Rolle,
nicht aber in ihren konkreten Zahlenwerten. In Abbildung 5.5 ist beispielsweise zu sehen, dass sich
der arithmetische Mittelwert bei der Anderung eines Teilnehmerwertes signifikant andert. Das gleiche
Beispiel ist fir den Median in Abbildung 5.6 gezeigt. Im Beispiel dort ist der Median durch den Wert
von Teilnehmer ¢ = 3 gegeben unabhangig davon, welchen Wert Teilnehmer 5 annimmt. Wichtig ist
nur, dass der Wert von Teilnehmer 5 grof3er bleibt als der Wert von Teilnehmer 3, d.h. dass sich die
Sortierung der Werte nach ihrer GréBenordnung nicht andert. Das Beispiel zeigt, dass fiir den Median
lediglich die Datenanzahl IV;, die relative Lage der Werte zueinander, sowie die konkreten Werte von
einem bzw. maximal zwei Teilnehmer ausschlaggebend sind.

'
. %%H . %%%

05 05

OTeilnehmer 1-5 Referenzdaten (Methode CU ) Median OTeilnehmer 1-5 Referenzdaten (Methode CU ) Median

Abbildung 5.6

Im Beispiel von Abbildung 5.5 zeigt sich, dass der arithmetische Mittelwert nicht robust ist. Im Gegensatz dazu &ndert
sich der Median im gezeigten Beispiel nicht, da sich von Teilnehmer 5 nur der konkrete Werte, nicht aber die relative
Lage zum Wert in der Mitte von x dndert.

Der Anfangswert der Standardabweichung uc;,—o ist im Wesentlichen durch die sogenannte ,median
absolute deviation” MedAD(x) = med(|x — zc.n—0|) gegeben

Ucin=0 = 1,483 - med (|x — zc.n=0|) = 1,483 - MedAD(x). (5.10)

Ahnlich zur empirischen Standardabweichung wird die absolute Differenz aller Werte z; € x zum Median
betrachtet. Der Faktor 1,483 ist notig, um den Median der absoluten Abweichungen MedAD(x) der
Standardabweichung einer entsprechenden Normalverteilung anzugleichen, d.h. gesucht ist uc.,=o mit

1 UC;n=0 22 1

T 242
= e tadr—ef (—), (5.11)
RV 27T’u,c;n:0 / (\/§>

—UC;n=0

wobei erf(z) die GauB3sche Fehlerfunktion entsprechend Gleichung (2.25] ist. Per Definition liegen 50 %
der Werte im Intervall med(x) £ MedAD(x), d.h.

MedAD(x) 5
1 e MedAD 1
_ / ¢ o dp = enf | MedADGI ) _ 1 (5.12)
\/ﬂﬂc;nzo \/ﬁuc;nzo 2
—MedAD(x)

Daraus folgt
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wobei erf ! (z) die inverse Funktion der GauBschen Fehlerfunktion bezeichnet.

-MedAD(x) ~ 1,483 - MedAD(x), (5.13)

Falls uc.,—0 = 0 ist, kann der Algorithmus nicht loslaufen. In diesem Fall wird Gleichung (5.10) durch
die ausreiflerbereinigte empirische Stichprobenstandardabweichung ersetzt. Diese Ersetzung betrifft
nur den Anfangswert uc,,—¢, der restliche Algorithmus andert sich dadurch nicht und ist nachfolgend
beschrieben. Um die nun folgenden Schritte auch beispielhaft zu veranschaulichen, wird der Datensatz

X = {561;152;$3;$4;$5;$6;$7;$8;$9;CE10}

(5.14)
={1,0;1,0;1,1;1,2;1,2;1,2;1,3; 1,5; 2,5; 4,5}

verwendet, der in Abbildung 5.7 gezeigt ist. Da die Unsicherheiten der Teilnehmer fiir den Algorithmus
keine weitere Rolle spielen, sind diese nachfolgend nicht naher spezifiziert. Die Werte der letzten beiden
Teilnehmer 9 und 10 kdnnen als Ausreifler erachtet werden, sodass der Ausreifleranteil bei 20% liegt
und somit die Voraussetzungen fiir Methode C erfullt sind.
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Abbildung 5.7
Gezeigt sind die Werte der Teilnehmer aus Gleichung (5.14) und der daraus resultierende Median, der den Startwert
Tcin=0 definiert.

Ausgehend von den Anfangswerten z¢,,—o und uc.,—o wird in jedem lterationsschritt n ein §,, definiert

S =l ucua mit 1=3. (5.15)

Damit wird eine §,,-Umgebung um den Wert z¢.,,—; eréffnet, wie in Abbildung 5.9 gezeigt. Alle Werte,
die auBBerhalb dieser Umgebung liegen, werden als Ausreif3er erachtet und modifiziert, indem sie auf
die Grenzen der 4,,-Umgebung geschoben werden, d.h.

ICn—1 — 6n T < ICin—1 — 677.
Tign = TCin—1+0n  T; > TCin—1+ Op - (5.16)

T; sonst
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Durch die Modifikation der Ausreifler entsteht ein neuer Datensatz x,,. An dieser Stelle ist es wichtig
darauf hinzuweisen, dass in jedem lterationsschritt der Ausgangsdatensatz x mit den Originalteilneh-
merdaten z; modifiziert wird. Der Datensatz x,, mit den Werten z;,, ist lediglich ein Hilfsdatensatz um
die nachfolgenden Berechnungen durchzufiihren. Fiir den Beispieldatensatz aus Gleichung (5.14) ergibt
sich im ersten lterationsschritt

Xp=1 = {1,0;1,0;1,1;1,2;1,2;1,2;1,3; 1,5; 1,53; 1,53} (5.17)

Abbildung 5.9 zeigt die Datenmodifikation nach Gleichung (5.16) fuir den ersten Iterationsschrittn = 1
anhand des Beispieldatensatzes aus Gleichung (5.14). Mit den neuen Daten z;.,, die durch Gleichung
(5.16) erhalten wurden, wird ein neuer arithmetischer Mittelwert

1 &
MWZREZ}%” (5.18)

sowie die entsprechende Unsicherheit Giber die dazugehaorige empirische Standardabweichung berech-
net

Ny

(xi'n - mC"rL)Q
Uy = 1,134+ | Y Sl (5.19)
LN -1

Der Faktor 1,134 wird am Ende dieses Abschnitts genauer betrachtet.

A z;.0 b Ti1

45 O 45
4 4
35 35
3 3 4

25 O 25

zCin=0 + 01 zQyn=0 + 01
15 AN 15 eeeees Lheeeeeed 0

g s o oo 00 TCin=0 g s o oo 00 TCin=0
05 zCn=0 ~ 01 05 TCin=0 ~ 91
0 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Teilnehmer Teilnehmer

Abbildung 5.8

Ausgehend von den Startwerten xc;n—o0 und uc,o wird im ersten lterationsschritt n. = 1 nach Gleichung (5.15] eine
01-Umgebung definiert. Die Ausgangsdaten der Teilnehmer werden modifiziert und auf die Grenzen der 61-Umgebung
verschoben, falls diese sich aufierhalb der 61-Umgebung befinden. Dadurch entsteht eine neuer Datensatz x;.;.

Die Berechnungen nach den Gleichungen (5.15), (5.16), (5.18) und (5.19) definieren einen lterationsschritt
und werden sukzessive ausgefihrt und wiederholt, bis sich beziiglich ¢, und uc,, eine Konvergenz
einstellt und sich das Ergebnis dieser Werte in der dritten signifikanten Stelle nicht mehr andert.
Abbildung 5.9 zeigt das Konvergenzverhalten fiir den Beispieldatensatz aus Gleichung (5.14).

Sei n. der Iterationszyklus, bei dem diese Konvergenz festgestellt wird, so konnen daraus die finalen
Referenzdaten fiir Methode C definiert werden. Fiir den Referenzwert z,.t.c gilt

Tref;,C = TCin. [520]
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und fir die dazugehorige Unsicherheit folgt

Uref;C;1 = % [521]

Hier sei angemerkt, dass Gleichung (5.21) im Vergleich zu ISO 13528:2022 [3] modifiziert wurde, da dort
die Division mit dem Faktor 4/V; fehlt. Da es sich bei der Referenzunsicherheit um die Unsicherheit
eines Mittelwertes handelt, ist dieser zu ergdnzen, wie in Gleichung (5.21) gezeigt. Dadurch ist klar,
dass die Referenzunsicherheit mit steigender Teilnehmerzahl N, in Gruppe .r" kleiner wird. Fir den
Beispieldatensatz aus Gleichung (5.14) resultiert am Ende zyer.c = 1,33 und uyes,c;1 = 0,12.

Ahnlich zu Methode Cq ist es auch fiir Methode C maoglich, in der finalen Referenzunsicherheit die
Fehlerfortpflanzung aus Gleichung (5.5) zu berticksichtigen um die Riickfiihrung zu gewahrleisten,
obgleich dies in 1ISO 13528:2022 nicht vorgeschlagen wird. Die Referenzunsicherheit fiir Methode C ist
dann gegeben durch

Uref;C = MAX (Uref;C;1; Uref:Cs2) - (5.22)

Fir die Anwendung von Gleichung (5.22] sei auf die Diskussion am Ende des Abschnitts 5.2.3 verwiesen.
Da fur die Definition von uyer,c;2 Details aus Abschnitt 5.2.2 benétigt werden, wird an dieser Stelle auf
Gleichung (5.30) verwiesen. In den nachfolgenden Ausfiihrungen wird der Fokus zudem auf u,e.c;1 gelegt
um die Funktionsweise des Algorithmus und dessen Auswirkung auf die empirische Standardabweichung
aufzuzeigen. Falls nicht anders angegeben, wird daher in den nachfolgenden Kapitel davon ausgegangen,
dass die Teilnehmerunsicherheiten wu; deutlich kleiner sind als die Streuung der Teilnehmerwerte und
daher uye,c = Urer;c;1 ISt

1,35 0,45
133

e s e s 04
131 ;;9'; 0,35

1,29

1,27
1,25
1,23
121
1,19
1,17 0,05

o
o
o
o

T
o
B,

zCin

1,15 > 0 >
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Iteration n Iteration n

Abbildung 5.9
Gezeigt sind die Werte fir xc.» und uc;y, fir die einzelnen Iterationen n. Die Konvergenz des Algorithmus ist zu erkennen
und tritt bei ne = 31 ein.

Zusatzinformation zum Faktor 1,134 in Gleichung (5.19)

Fur den Algorithmus von Methode C ist charakteristisch, dass Ausreifler nicht eliminiert, sondern modi-
fiziert werden und in jedem Iterationsschritt auf die Grenzen der §,,-Umgebung nach Gleichung (5.15)
verschoben werden. Durch die Modifikation der Werte besteht die Gefahr, dass die Standardabweichung
unterschatzt wird. Die Multiplikation mit dem Faktor 1,134 in Gleichung (5.19) korrigiert diesen Fehler
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und wird nachfolgend hergeleitet.

Methode C geht zunachst davon aus, dass die einzelnen Werte x; der Teilnehmer, Stichproben einer
zugrunde liegenden Normalverteilung sind. In einer solchen Stichprobe sind auch Werte maoglich, die
von den anderen Werten stark abweichen und entsprechend der unbekannten Normalverteilung nur
mit einer geringen Wahrscheinlichkeit realisiert werden. Da die zugrundeliegende Normalverteilung
jedoch nicht bekannt ist, schatzt die Stichprobenstandardabweichung die Wahrscheinlichkeit der einzel-
nen Werte Giber deren Haufigkeit ab, sodass Ausreifiern eine gro3ere Wahrscheinlichkeit zugeordnet
wird, als es gemaf der tatsachlichen Verteilung der Fall ist. Das trifft insbesondere dann zu, wenn die
Stichprobenmenge klein ist. Der Algorithmus von Methode C korrigiert darin den Einfluss der Ausreif3er
durch die beschriebene Datenmodifikation, wodurch letztlich die zugrunde liegende Normalverteilung
modifiziert wird, wie Abbildung 5.10 zeigt. Die modifizierte Verteilung ist schmaler als die urspriingliche
Normalverteilung und weist daher auch eine kleinere Standardabweichung auf, ein Effekt, der durch
den Faktor 1,134 korrigiert wird.

p(x)
27
24
w21
£
¥ 18
b=
215
3
S12
o ‘\-———..____
¥ 09
06
03
— »
—on 0 Fon z 0 1
01 03 05 07 09 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29
———Zugrundeliegende Normalverteilung Modifizierte Verteilung

Abbildung 5.10

Links: Durch die Datenmodifikation nach Gleichung (5.16] wird die zugrundeliegende Normalverteilung verdndert,
wodurch sich die resultierende Standardabweichung verringert. Der Mittelwert ist 0BdA auf Null gesetzt.

Rechts: Der Korrekturfaktor in Gleichung (5.19] hdngt explizit von der Wahl der §,,-Umgebung ab. Je gréBer diese wird,
d.h. desto weniger Daten modifiziert werden, desto néher ist der Korrekturfaktor bei 1.

Sei u die unbekannte Standardabweichung der zugrunde liegenden Normalverteilung p(z), dessen
Mittelwert oBdA gleich Null ist, dann gilt
1 22

p(z) = e 27, (5.23)
27y

Die durch Gleichung (5.16) modifizierte Wahrscheinlichkeitsdichte p,(z) kann mit Gleichung (5.15)
beschrieben werden durch

1 =2 1 l
pn(z) = O(6, — |2|) - \/ﬂue 27 45 (06(z — 0n) + (x + 6y)) - (1 —erf (\/5)> , (5.24)

wobei ©(x) die Heaviside-Stufenfunktion ist mit

O(z) = (5.25)
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N
und §(x) die Dirac-Delta Distribution mit
0 2#£0 7
d(zx) = und / O(z)dx = 1. (5.26)
oo =0 e

Die Standardabweichung der modifizierten Wahrscheinlichkeitsdichte p,, (z) aus Gleichung (5.24) kann

durch
Uy = \/erf (\%) — \/zle_lj + 2 (1 —erf (\2)) ) (5.27)

ausgedriickt werden. Fir [ = 3/2 wie in Gleichung (5.15) ergibt sich somit

1 l
~ 1034wy~ - (1—erf( — ) +1, (5.28)
! =y ( “ (ﬁ))

womit der Korrekturfaktor in Gleichung (5.19) bewiesen ist. Durch die Herleitung ist zudem klar, dass der

Korrekturfaktor unmittelbar mit der gewahlten 4,,-Umgebung zusammenhangt und der beschriebene
Algorithmus in Methode C durch die Wahl von [ diesbeziiglich auch angepasst werden kann. Abbildung
5.10 zeigt die Abhangigkeit des Korrekturfaktors von der gewahlten §,-Umgebung. Durch die Wahl
von [ kann letztlich die Robustheit des Algorithmus hinsichtlich Ausrei3ern variiert werdenf. In diesem
Dokument wird entsprechend [3] 1 = 3/2 gewahlt.

5.2.2 Leistungsbewertung

Der E,.;-Wert, d.h. die Variable zur Leistungsbewertung ist durch Gleichung (2.8) gegeben, woraus
insbesondere die Notwendigkeit zur Bertlicksichtigung von Korrelationen klar wird. Im linearen Modell
aus Abschnitt 2.2.4 kann die Kovarianz gemaf Gleichung (2.35) in Abh&ngigkeit von Gewichtungsfaktor
w; und Teilnehmervarianz u? ausgedrickt werden. Fir den arithmetischen Mittelwert von Methode
Co kann das lineare Modell direkt angewandt werden und die Kovarianz ist in Gleichung (5.3) bzw. der
Korrelationskoeffizient in Gleichung (5.7) gegeben.

Da in Methode C Teilnehmerdaten in die Bestimmung der Referenzdaten einflief3en, ist eine Berlicksich-
tigung der Korrelation in der Leistungsbewertung zwingend notwendig, da andernfalls die Leistungen
der Teilnehmer als zu gut bewertet werden. Allerdings ist der lineare Zusammenhang zwischen Teil-
nehmerwert x; und Referenzwert z,.+.c nicht eindeutig gegeben. Teilnehmer, deren Werte z; durch den
Algorithmus nicht modifiziert werden (d.h. z; = 2;.,_], flieBen mit einer Mindestgewichtung w; = 1/N;
in den Referenzwert ein. Fiir Teilnehmer, deren Wert modifiziert wird (d.h. z; # x;.,_), verringert sich die
Korrelation. Da die Art und Weise, wie diese Daten modifiziert werden, von den restlichen Daten abhangt,
ist es naheliegend, dass sich die Korrelation der anderen Teilnehmer mit dem Referenzwert, erhght.
Letzteres kann evtl. numerisch abgeschatzt werden, indem der Wert des betreffenden Teilnehmers
leicht variiert wird und die Auswirkung auf den Referenzwert untersucht wird. Da dies i.A. aufwandig ist,
werden fir Methode C naherungsweise folgende Gewichtungsfaktoren, die letztlich in die Kovarianz
einflieen, angesetzt
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1
Ny

Teilnehmer in Gruppe ,.r" und z; = @,
wic =140  Teilnehmerin Gruppe .r* und z; # ;.. » (5.29)

0  Teilnehmerin Gruppe .n"

wobei N die Anzahl der Teilnehmerdaten aus Gruppe ,.r” ist, die durch den Algorithmus nicht modifiziert
wird. Die Gewichtungsfaktoren sind normiert und erfiillen Gleichung (2.31). Wird kein Teilnehmerwert
modifiziert, dann resultiert die Gewichtung des arithmetischen Mittelwertes. Abbildung 5.11 zeigt an-
hand des Beispieldatensatzes aus Gleichung (5.14) die Abhdngigkeit des Referenzwertes vom variablen
Wert des Teilnehmers ¢ = 10. Die Korrelation zwischen Teilnehmer- und Referenzwert kann durch
die Steigung genahert werden. In Abbildung 5.11 zeigt sich, dass zwischen Referenzwert und Teilneh-
merwert keine Korrelation (Steigung null) vorliegt, wenn der Teilnehmerwert modifiziert wird. Fir den
Bereich, in dem der Teilnehmerwert nicht modifiziert wird, liegt eine quadratische Abhangigkeit vor, die
naherungsweise linearisiert werden kann. Der Grund fiir die quadratische Abhangigkeit liegt darin, dass
der Wert von Teilnehmer 9 im Beispieldatensatz aus Gleichung (5.14) modifiziert wird und sich das auf
die Korrelation zwischen Teilnehmer 10 und dem Referenzwert auswirkt. Wird der genannte Beispielda-
tensatz dahingehend angepasst, dass der Wert von Teilnehmer 9 auf 1,5 gesetzt wird, so resultiert das
Verhalten im rechten Bild der Abbildung 5.11. Hier ist der lineare Zusammenhang exakt gegeben und
entspricht dem des arithmetischen Mittelwertes, da im Datensatz keine Ausreifler vorliegen.

14 14
Trof,C Trof;C

;10 kein Ausreifier ;10 kein Ausreifier
13 o 13
1,25 ol 1,25 -

I el
R P— 12 ~

115 1,15

11 Ti=10 11 > Ti=10
0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25

o Methode C lineare Approximation o Methode C lineare Approximation

Abbildung 5.11

Links: Fir den Beispieldatensatz aus Gleichung (5.14] ist die Abhéngigkeit des Referenzwertes xret,c vom Wert x;—10
des Teilnehmers i = 10 gezeigt. Wird der Teilnehmerwert durch den Algorithmus modifiziert, so ist der Referenzwert
unabhéngig (Steigung null) und es liegt keine Korrelation vor. Wird der Teilnehmerwert nicht modifiziert, dann liegt eine
quadratische Abhéngigkeit vor. Der Grund dafir ist, dass der Teilnehmerwert x;—g durch den Algorithmus modifiziert
wird und das Auswirkungen auf die Korrelation zwischen Teilnehmer 10 und Referenzwert hat. Der quadratische Zusam-
menhang kann ndherungsweise linearisiert werden.

Rechts: Wird der Wert von Teilnehmer 9 im Beispieldatensatz aus Gleichung (5.14] auf 1,5 gedndert, sodass es sich
um keinen Ausreifler mehr handelt, so zeigt sich, dass in dem Bereich, in dem der Wert x;—10 durch den Algorithmus
nicht angepasst wird, ein linearer Zusammenhang vorliegt. Der Grund dafiir ist, dass durch den Algorithmus kein Wert
angepasst wird und daher der lineare Zusammenhang des arithmetischen Mittelwertes resultiert.

Wie in Methode Cy besteht auch fiir Methode C die Maglichkeit, die finale Referenzunsicherheit zu
definieren als das Maximum zwischen der empirischen Standardabweichung, die aus dem Algorithmus
resultiert und der Unsicherheit gemaf der Fehlerfortpflanzung, wie bereits in Abschnitt 5.2.1, Gleichung
(5.22) dargestellt. Aufgrund der Datenmodifikation in Methode C ist allerdings auch die Fehlerfort-
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pflanzung nur naherungsweise gegeben, beispielsweise unter Beriicksichtigung der oben motivierten
Gewichtungsfaktoren aus Gleichung (5.29). Damit lautet die Unsicherheit der Fehlerfortpflanzung von

Lref;C

N
Ul = N12 Z;uz (5.30)
Ahnlich zu Methode Cq wird durch die Beriicksichtigung der Teilnehmerunsicherheiten in der Fehlerfort-
pflanzung sichergestellt, dass die Referenzunsicherheit in Methode C nicht unterschatzt wird, falls die
ausreiflerbereinigte Streuung der Teilnehmerwerte deutlich kleinerist als die Teilnehmerunsicherheiten.
Der Fall, dass ein Ausreiflerwert tber eine entsprechend hohe Teilnehmerunsicherheit erklart werden
kann, wird dadurch jedoch nicht abgedeckt. Dies ist erst mit der in Kapitel 6 vorgestellten Methode
D maglich. In anderen Worten bedeutet dies, dass Methode C die Konsistenz der Datenlage lediglich
anhand der Teilnehmerwerte z; beurteilt. Dem gegenuber steht Methode D, in der die Konsistenz der
Daten beziiglich Teilnehmerwerte x; und Teilnehmerunsicherheiten u; bewertet wird, wie in Kapitel 6
noch ausfihrlich gezeigt wird. Fir die weitere Diskussion im Rahmen dieses Dokuments wird weiter
angenommen, dass die Referenzunsicherheit durch u,s,c;1 gegeben ist. Im weiteren Verlauf dieses
Kapitels wird die oben getroffen Annahme, dass uer,c = urer;c;1 ISt aufrecht erhalten, d.h. es wird
angenommen, dass die Unsicherheit der Teilnehmer klein ist im Vergleich zur vorliegenden Streuung
der Teilnehmerwerte.

Die Kovarianz zwischen Teilnehmer- und Referenzwert ist nach Gleichung (5.29) und (2.35) gegeben
durch

~= Teilnehmerin Gruppe .r" und z; = 2,

r

u(zi; Tre,c) = ¢ 0 Teilnehmer in Gruppe .r* und z; # ;... » (5.31)
0  Teilnehmer in Gruppe .n"
bzw. der Korrelationskoeffizient lautet
N!_*Zfeﬁc Teilnehmer in Gruppe .r* und z; = @,
Tizef;,c = 4 0 Teilnehmer in Gruppe .r* und z; # ;... (5.32)
0 Teilnehmer in Gruppe .n"

und entspricht in seiner Struktur dem aus Gleichung (5.7) fiir den arithmetischen Mittelwert. Wie bereits
in Methode Cq wird auch hier erst durch die Definition der Referenzunsicherheit in Gleichung (5.22)
sicher gestellt, dass 0 < r;..er.c < 1. Bei Vernachlassigung der Fehlerfortpflanzung aus Gleichung (5.22)
konnten je nach Datenlage auch Korrelationskoeffizienten grofier als eins resultieren. An dieser Stelle
sei angemerkt, dass die angenommene Korrelation fiir Methode C eine Abschatzung ist. Ausgehend
von der Gewichtung des arithmetischen Mittelwertes, wird die Korrelation in Methode C dahingehend
angepasst, dass die Gewichtung von Teilnehmern, deren Wert modifiziert wird und deren Korrelation
dann auf Null gesetzt wird, gleichmafig auf alle anderen Teilnehmer verteilt wird. Diese Abschatzung
liefert in den meisten Fallen die richtige Gréf3enordnung der Korrelation, die insbesondere grofler ist
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als die des arithmetischen Mittelwertes. Je nach Datenlage kann die tatsachliche Korrelation eines
Teilnehmerwertes mit dem Referenzwert jedoch auch minimal anders ausfallen und insbesondere auch
etwas grofler sein. Zudem sei angemerkt, dass Werte, die als Ausreif3er identifiziert werden auf den
Referenzwert durch ihre relative Lage, unterhalb oder oberhalb der restlichen Daten, Einfluss auf die
Referenzdaten haben. Vereinfacht wird diese Korrelation auf Null gesetzt.

Ein wesentlicher Bestandteil von Methode C ist die Voraussetzung, dass maximal ein Ausreifleranteil
von 25% erlaubt ist, d.h. maximal 25% der Daten werden durch den Algorithmus modifiziert, sodass

ZNr < N} < N,. (5.33)

Dariber hinaus ist in Methode C vorausgesetzt, dass mindestens vier Datenséatze vorliegen, d.h. N} > 3,
woraus folgt, dass

1
wic < <. (5.34)
3
GemaR Gleichung (2.36) folgt daher, dass die Unsicherheit Uy, im Nenner des E,,.;-Wertes definiert ist
und grofBer als Null ist

Ud, = 2\/(1 — 21[)1)11,% + u?ef

> 2\/ (1-2)ien, 539

> 0.

Der E, ;-Wert ist damit stets definiert, entsprechend

Li—Tref;C

i Teilnehmer in Gruppe ..r" und z; = z;.,,
E e 2\/<1_N2r* )uf-{-ufew [5 36]
ny; — .
Ti_TrefiQ sonst

2.2
2\ Juitug o

und eine Leistungsbewertung ist fur alle Teilnehmer maglich.

5.2.3 Charakteristik der Methode

Anhand des Beispieldatensatzes aus Gleichung (5.14) wurde Methode C in den Abschnitten 5.2.1und 5.2.2
vorgestellt, wodurch bereits wesentliche Eigenschaften des Algorithmus aufgezeigt wurden. An dieser
Stelle wird nun auf die Unterschiede und Gemeinsamkeiten mit Methode Cg, also dem arithemtischen
Mittelwert aus Abschnitt 5.1, und Methode C eingegangen. Dafiir wird zunachst noch einmal das Beispiel
aus Abbildung 5.11 aufgegriffen und um den arithmetischen Mittelwert erganzt, wie in Abbildung 5.12
gezeigt. Dort ist fur den Datensatz
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X = {@1; T2; T3; Ta; T5; Te; T7; Tg; To; 1o )

(5.37)

die Abhangigkeit des Referenzwertes z,¢r,c vom Teilnehmerwert z1 gezeigt. Die Daten sind so gewahlt,
dass durch den Algorithmus die Werte z; bis g nicht angepasst werden. Es zeigt sich dass Methode
C mit dem arithmetischen Mittelwert tbereinstimmt, falls der Wert ¢ durch den Algorithmus nicht
modifiziert wird. In den Bereichen, in denen der Algorithmus den Wert x1¢ als Ausreif3er erachtet, zeigt
sich der Unterschied zwischen Methode C und dem arithmetischen Mittelwert aus Methode Cy. Wahrend
sich der Einfluss des Wertes 1y weiterhin mit der Gewichtung 1/10 im arithmetischen Mittelwert nie-
derschlagt, wird der Einfluss des Ausreifiers durch den Algorithmus kompensiert. Wie sich im Vergleich
mit dem arithmetischen Mittelwert der Werte z; bis x9 jedoch zeigt, wird der Einfluss des Wertes 19
nicht vollstandig eliminiert. Wie Abbildung 5.12 zeigt, ist der Referenzwert nach Methode C kleiner als
der arithmetische Mittelwert aus den Werten x; bis g, wenn es sich bei 19 um einen Ausreifler nach
unten handelt und grofler als der genannte arithmetische Mittelwert, wenn es sich um einen Ausreifler
nach oben handelt. Hier wird noch einmal deutlich, dass der Algorithmus in Methode C Ausreifler nicht
eliminiert, sondern modifiziert. Ein Ausreif3er der kleiner ist als der Mittelwert der restlichen Teilnehmer
wird durch den Algorithmus auf die untere Grenze der ¢,,-Umgebung verschoben und verringert dadurch
den finalen Referenzwert. Ein Ausreifler, der grofler ist als der Mittelwert der restlichen Teilnehmer wird
hingegen auf die obere Grenze der §,,-Umgebung geschoben und erhoht damit den finalen Referenzwert.
Damit wird noch einmal deutlich, dass es sich bei der Annahme fiir die Korrelation in Methode C in
Gleichung (5.32) um eine Abschatzung handelt. Die tatsachliche Korrelation eines Wertes mit dem
Referenzwert verschwimmt, da durch den Algorithmus die gesamte Datenlage, d.h. die konkreten
Werte der anderen Teilnehmer einen Einfluss auf die Korrelation eines Teilnehmerwertes mit dem
Referenzwert hat.

Wie Abbildung 5.12 zeigt kann Methode C fiir das Beispiel aus Gleichung (5.37) als eine Art Kompromiss
zwischen der vollen Berlicksichtigung von Ausreifiern im arithmetischen Mittelwert und der vollstandi-
gen Eliminierung von Ausreifiern im arithmetischen Mittelwert erachtet werden.

Nun wird der Datensatz aus Gleichung (5.37) dahingehend verdndert, dass neben Teilnehmerwert z1
ein weiterer Ausreifler hinzugefiigt wird. Im Fall a, wird fir Wert 9 ein Wert angenommen, der kleiner
ist als der Mittelwert der Werte x; bis zg, d.h. es handelt sich um einen Ausreifier nach unten. Im Fall b
wir fir den Wert 9 ein Wert eingesetzt, bei dem es sich um einen Ausreif3er nach oben handelt, d.h. der
groBer ist als der Mittelwert der restlichen Werten. Die Datenséatze lauten damit (die Sortierung der
Daten in x sei fir Fall a an dieser Stelle vernachlassigt)

Xa = {$1;12;$3;$4;175;136;357;568;%9;1710}

= {1,0; 1,0;1,1;1,2;1,2;1,2;1,3; 1,5; —1,0; 210 }

(5.38)
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Abbildung 5.12

Fiir den Datensatz (5.37] ist die Abhdngigkeit des Referenzwertes x,.t,c aus Methode C und des Referenzwertes T,et.c,
aus Methode Cy vom Teilnehmerwert x;—10 gezeigt. Methode C erweist sich als Kompromis zwischen der vollen Beriick-
sichtigung und der Eliminierung von Ausreifiern.
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Abbildung 5.13

Links: Gezeigt ist der Datensatz fiir Fall a aus Gleichung (5.38), bei dem ein fester Ausreifler nach unten vorliegt. In dem
Bereich, in dem Methode C den Wert x;—10 als einen Ausreifier nach oben identifiziert, heben sich beide Ausreifier auf
und der arithmetische Mittelwert der Werte =1 bis xs resultiert.

Rechts: Gezeigt ist der Datensatz fiir Fall b aus Gleichung (5.39], bei dem ein fester Ausreifler nach oben vorliegt. In dem
Bereich, in dem Methode C den Wert x;—1¢ als einen Ausreifier nach unten identifiziert, heben sich beide Ausreifler auf
und der arithmetische Mittelwert der Werte =1 bis xs resultiert.

In Abbildung 5.13 zeigt sich, dass im Fall von mehreren Ausreif3ern der Referenzwert von Methode C
sich deutlich von dem aus Methode Cy unterscheidet. In Fall a, bei dem ein fester Ausreif3er nach unten
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vorliegt, korrigiert Methode C dessen Einfluss, sodass die Referenzwerte z,.t.c in Abhangigkeit vom
Wert z19 im gezeigten Bereich oberhalb des arithmetischen Mittelwertes von Methode Cy liegen. Das
umgekehrte Verhalten ist fiir Fall b zu erkennen, da dort ein fester Ausreif3er nach oben vorliegt. Zudem
zeigt Abbildung 5.13, dass im Fall a, wenn mit Teilnehmer 9 ein Ausreif3er nach unten vorliegt, der
Referenzwert nach Methode C dem arithmetischen Mittelwert der Teilnehmerwerte z; bis xg entspricht,
wenn der Wert 19 vom Algorithmus als ein Ausreifler nach oben erachtet wird. Im Fall b hingegen
entspricht der Referenzwert nach Methode C dem arithmetischen Mittelwert der Teilnehmer 1 bis 8,
wenn der Wert z19 ein Ausreifler nach unten ist. Beide Falle reproduzieren demnach den Grenzfall
des arithmetischen Mittelwertes zwischen den Teilnehmerwerten z; bis g, wenn im gesamten Daten-
satz ein Ausreifler nach oben und ein Ausreif3er nach unten vorliegt. Der Grund dafir ist, dass beide
Ausreifler auf die Grenzen der 4,,-Umgebung verschoben werden. Der Ausrei3er nach unten auf die
untere d,-Umgebungsgrenze und der Ausreifler nach oben auf die obere §,,-Umgebungsgrenze. Damit
kompensieren sich die beiden modifizierten Ausreif3er effektiv, sodass der arithmetische Mittelwert der
Teilnehmer 1 bis 8 librig bleibt. In den Bereichen, in denen effektiv zwei Ausreifler nach unten oder nach
oben vorliegen, ist der Referenzwert x,.¢.c nach Methode C kleiner (Fall a) bzw. gréBer (Fall b) als der
Mittelwert der Teilnehmer 1 bis 8, da dann beide Ausreifler auf die gleiche Grenze der §,,-Umgebung
verschoben werden und damit ein zusatzliches Gewicht nach unten bzw. nach oben darstellen.

0,15 A Uref;C;15 Uref;Cop;1

0,1

l00000o0o0o0oo0ooo ooooOooOoOoooOoooOooo

ﬁ

0,05
0 » Ti—10
0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5
O  Methode C Methode C ohne Faktor 1,134
arithmetischer Mittelwert ~ ceeeeeeee arithmetischer Mittelwert Teilnehmer 1-9

Abbildung 5.14
Fiir den Datensatz (5.37] ist die Abhéngigkeit der Referenzunsicherheit uyer.c.1 aus Methode C und der Referenzunsicher-
heit ures;cy;1 @aus Methode Co vom Teilnehmerwert x;—10 gezeigt.

Bisher wurde das Verhalten des Referenzwertes z,.t,c genauer untersucht, nun folgt die Analyse der Re-
ferenzunsicherheit uef,c;1. Hierfiir wird zunachst wieder der Datensatz aus Gleichung (5.37) betrachtet.
Die Abhangigkeit der Referenzunsicherheit vom Teilnehmerwert z1¢ ist in Abbildung 5.14 gezeigt. Analog
zum Referenzwert zeigt sich auch in der Referenzunsicherheit, dass diese in Methode C unabhangig
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vom Wert des Teilnehmers 10 ist, falls dieser als Ausrei3er erkannt und modifiziert wird. Hingegen ist
der Einfluss eines Ausreiflers in der empirischen Standardabweichung des arithmetischen Mittelwer-
tes dominierend und die Unsicherheit u,es,c,;1 verhalt sich naherungsweise linear bei dominierenden
Ausreiflerwerten. In dem Bereich, in dem der Wert x1y durch den Algorithmus nicht modifiziert wird, ent-
spricht das qualitative Verhalten der Referenzunsicherheit w,ct,c;1 der empirischen Standardabweichung
des arithmetischen Mittelwerts wuet.c,;1 @us Gleichung (5.4). Allerdings ist die Referenzunsicherheit
Uref;c;1 UM einen konstanten Wert nach oben verschoben im Vergleich zu wyet,c,;1. Der Grund dafir
liegt im zusatzlichen Faktor 1,134, der in Gleichung (5.19) mit der empirischen Standardabweichung
multipliziert wird. Eine Méglichkeit zur Anpassung von Methode C besteht darin den Korrekturfaktor
in der Referenzunsicherheit auf eins zu setzen, falls keine Teilnehmerwerte durch den Algorithmus
modifiziert werden, um den Grenzfall des arithmetischen Mittelwertes auch in der Unsicherheit exakt
zu reproduzieren. Nachfolgend wird Methode C jedoch in der oben beschriebenen Weise verwendet, d.h.
mit dem Korrekturfaktor 1,134. Falls keine Ausreif3er vorliegen kann auch auf Methode Cq selbst zuriick
gegriffen werden. Fir den Fall, dass die Werte x1¢ durch den Algorithmus nicht modifiziert werden,
hangt die Referenzunsicherheit quadratisch von z19 ab und ist symmetrisch um den arithmetischen
Mittelwert der Teilnehmer 1 bis 9, bei dem das Minimum angenommen wird. Dies liegt daran, dass
an diesem Punkt der Wert x19 gerade dem Referenzwert entspricht, der durch den arithmetischen
Mittelwert der Teilnehmer 1 bis 9 gegeben ist, sodass der Beitrag des Wertes x1( in der empirischen
Standardabweichung verschwindet. Der Wert des Minimums liegt in der Gro3enordnung der empiri-
schen Standardunsicherheit der Teilnehmer 1 bis 9. Das Minimum ohne Korrekturfaktor entspricht der
empirischen Standardabweichung der Teilnehmer 1 bis 9, multipliziert mit dem Faktor \/(N, — 2)/N;,.
Im Datenbeispiel von Gleichung (5.37) betrégt dieser Faktor ca. 1,118, weshalb das Minimum der Re-
ferenzunsicherheit von Methode C inkl. Korrekturfaktor 1,134 in Abbildung 5.14 ndherungsweise der
empirischen Standardunsicherheit der Teilnehmer 1 bis 9 entspricht. Je nach Teilnehmerzahl kann ist
das jedoch nicht immer der Fall.

Wird nun der Datensatz um einen festen Ausreifier erweitert, wie in Gleichung (5.38) (Fall a, AusreiBer
nach unten) bzw. (5.39) (Fall b, Ausreifier nach oben) beispielhaft angegeben, so resultiert das in Abbil-
dung 5.15 und Abbildung 5.16 gezeigte Verhalten.

Wenn der Wert 219 qualitativdem bereits vorliegenden Ausreifier von Teilnehmer 9 entspricht (Fall a:
210 AusreiBer nach unten; Fall b: ;5 AusreiBRer nach oben), ist die Referenzunsicherheit nach Methode C
zum einen konstant bzgl. 1o und zum anderen grofler als wenn es sich bei x19 um einen zu Teilnehmer
9 entgegengesetzten Ausreifler handelt (Fall a: z1¢ Ausrei3er nach oben; Fall b: z1¢ AusreiB3er nach
unten). Dies liegt daran, das zwei qualitativ entgegengesetzte Ausreifler einander im Referenzwert
kompensieren, in dem Sinne, dass der eine Ausreif3er auf die obere und der andere auf die untere Grenze
der 6,,-Umgebung verschoben wird. Dies wirkt sich in der gezeigten Weise auch auf die Referenzunsi-
cherheit aus, da die Summe der mittleren quadratischen Abweichungen kleiner ist als dann, wenn beide
Ausreifler auf den gleichen Wert geandert werden. Weiter fallt auf, dass die beiden konstanten Werte
jeweils im entgegengesetzten Bereich identisch sind. Der Grund dafir ist, dass in einem Datensatz
lediglich die Anzahl der AusreiBer und ihre qualitative Lage zum Mittelwert (d.h Ausrei3er nach oben
oder nach unten) entscheidend ist. Die anderen Parameter des Algorithmus werden von den restlichen
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Abbildung 5.15

Links ist der Datensatz fiir Fall a aus Gleichung (5.38) gezeigt, bei dem ein fester Ausreifer nach unten vorliegt und
rechts der Datensatz fiir Fall b aus Gleichung [5.39), bei dem ein fester Ausreifler nach oben vorliegt. In den jeweils
entgegengesetzten Bereichen, in denen der Wert x;—10 durch den Algorithmus gedndert wird, resultieren die gleichen
konstanten Werte.

Teilnehmern bestimmt.

Ein leicht unterschiedliches Verhalten zeigt sich in dem Bereich, in dem der Wert von Teilnehmer z19
durch den Algorithmus nicht geandert wird, was insbesondere Abbildung 5.16 veranschaulicht. Das Mi-
nimum in Fall a ist kleiner als jenes von Fall b und liegt unterhalb der empirischen Standardabweichung
des arithmetischen Mittelwertes der Teilnehmer 1 bis 8, wohingegen die Referenzunsicherheit von
Fall b immer oberhalb dieses Wertes liegt. Grund dafiir ist der in Abbildung 5.13 gezeigte Unterschied
im Referenzwert, der auch fir die Berechnung der Referenzunsicherheit in Methode C relevant ist.
Abgesehen vom Verhalten an den beiden Minima, zeigen die Verldufe von Fall a und Fall b ein insgesamt
antisymmetrisches Verhalten um den Wert x4, der dem Mittelwert der Teilnehmer 1 bis 8 entspricht.
Das unterschiedliche Verhalten nahe des Minimums ist auf die Datenlage der Teilnehmer 1 bis 8 zu-
rickzufihren, da diese nicht symmetrisch verteilt um deren Mittelwert liegen. Wenn das der Fall ist,
dann ist das komplette Verhalten von Fall a und Fall b Giber den ganzen Bereich antisymmetrisch um
den Mittelwert der Teilnehmer 1 bis 8.

Die bisherigen Analysen des Referenzwertes und der Referenzunsicherheit in Methode C haben lediglich
auf die konkreten Teilnehmerwerte z; zurlick gegriffen, da angenommen wurde, dass die Teilnehmer-
unsicherheiten kleiner sind als die Streuung der Werte, sodass uyer.c = Urer.c;1- Die Teilnehmerunsi-
cherheiten werden in diesem Fall ahnlich zu Methode Cq nicht weiter bericksichtigt, sondern sind erst
in der konkreten Leistungsbewertung, sowie fir die Bestimmung der Kovarianz nach Gleichung (5.31)
relevant.

Das Verhalten der Kovarianz bzw. des Korrelationskoeffizienten in Methode C ist ahnlich zu dem in
Methode Cq, welches bereits in Abschnitt 5.1.1 ausfiihrlich beschrieben ist. Ein Vergleich, der Leis-
tungsbewertung zwischen Methode C und Methode Cq fir den Datensatz aus Gleichung (5.37) ohne
festen Ausreif3er ist in Abbildung 5.17 gezeigt. Das Verhalten der Leistungsbewertung im Betrag des
En.i—10-Wertes ist symmetrisch um den Mittelwert der Teilnehmer 1 bis 9. In dem Bereich, in dem der
Wert x19 durch den Algorithmus nicht modifiziert wird, entspricht die Leistungsbewertung von Methode
C der nach Methode Cy, falls fiir letztere die empirische Standardabweichung aus Gleichung (5.4) als
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Abbildung 5.16

Fiir die Datensétze (5.38) [Fall a, ein fester Ausreifler nach unten] und (5.39) [Fall b, ein fester Ausreif3er nach oben),
ist die Abhdngigkeit der Referenzunsicherheit u.c,c;1 aus Methode C gezeigt. Es zeigt sich, dass die konstanten Werte
der Referenzunsicherheiten in den jeweils entgegensetzten Bereichen, in denen x1o nicht modifiziert wird, gleich sind
und ein nahezu linearer Ubergangsbereich existiert, in dem beide Falle &hnliche Ergebnisse liefern. Die Asymmetrie
im Bereich um den Mittelwert der Teilnehmer 1 bis 8 ist auf die inhomogene Datenlage zuriickzufiihren, da sich im
gewdhlten Beispiel die einzelnen Werte nicht symmetrisch um den Mittelwert verteilen.
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Abbildung 5.17

Fiir den Datensatz aus Gleichung (5.37] ist die Leistungsbewertung von Methode C im Vergleich zu Methode Cy gezeigt,
wobei fiir letztere als Referenzunsicherheit Gleichung (5.4] angesetzt ist. Die Unsicherheit uio wurde auf 0,25 gesetzt.
Fiir den Fall, dass x;—10 nicht angepasst wird, gibt es keinen signifikanten Unterschied in der Leistungsbewertung der
beiden Methoden.
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Referenzunsicherheit angesetzt wird. Kleine Abweichungen konnen sich je nach Teilnehmerunsicherheit
durch den Korrekturfaktor 1,134 aus Gleichung (5.19) ergeben, der zu einer minimal besseren Leistungs-
bewertung nach Methode C fiihren kann. Sobald der Wert von Teilnehmer 10 durch den Algorithmus als
Ausreifier erkannt und modifiziert wird, ist die Leistungsbewertung nach Methode C zunachst etwas
besser als nach Methode Cy, da in Methode C die Korrelation fiir den Teilnehmer auf Null gesetzt wird.
Je weiter sich der Wert z1¢ jedoch von den anderen Teilnehmern entfernt, desto grof3er wird auch die
Abweichung zum Referenzwert, auf den der Wert so gut wie keinen Einfluss mehr hat, abgesehen von
der qualitativen Lage. Daher fallt die Leistungsbewertung nach Methode C ab einem gewissen Wert
trotz nicht-vorhandener Korrelation schlechter aus als nach Methode Cg, in der der Ausreiler stets
Einfluss auf den Referenzwert und dessen Unsicherheit nimmt. Insbesondere letztere ist in Methode
C bei vorliegen eines dominanten Ausreiflers kleiner als nach Methode Cy, was ebenfalls zu einer
scharferen Leistungsbewertung fiihrt.
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Abbildung 5.18

Links ist fir Fall a, d.h. es existiert mindestens ein Ausreif3er nach oben, die Leistungsbewertung von Methode C
im Vergleich zu Methode Cy gezeigt, rechts ist diese fiir den Fall b, bei dem mindestens ein Ausreifler nach oben
existiert gezeigt. Ein Knick in der Leistungsbewertung nach Methode C ist jeweils dann zu sehen, wenn der Wert x;—10
durch den Algorithmus gedndert wird und die Korrelation in der Leistungsbewertung daher auf Null gesetzt wird. Die
Leistungsbewertung nach Methode Cy ist verschoben, da fiir diese entsprechend Abbildung 5.13 der Referenzwert bereits
verschoben ist. Die Teilnehmerunsicherheit uio wurde auf 0,25 gesetzt. Fiir die Referenzunsicherheit von Methode Cy
wird Gleichung (5.4] angesetzt.

Fir die Datensatze aus Gleichung (5.38) (Fall a, ein fester Ausreiler nach unten) und Gleichung (5.39)
(Fall b, ein fester Ausreif3er nach oben), ist das Verhalten der Leistungsbewertung in Abbildung 5.18
gezeigt. Die Leistungsbewertungen von Fall a und Fall b sind zueinander antisymmetrisch um den
Mittenlwert der Teilnehmer 1 bis 8. Die Asymmetrie der Referenzunsicherheit aus Abbildung 5.16 ist in
der Leistungsbewertung nicht zu erkennen, da die Referenzunsicherheit im Vergleich zur gewahlten
Teilnehmerunsicherheit von w19 = 0,25 nicht signifikant ist. Sobald der Wert z1¢ durch den Algorithmus
modifiziert wird, entsteht ein kleiner Knick in der Leistungsbewertung, da die Korrelation sprunghaft
auf Null gesetzt wird, sodass die Leistung des Teilnehmers 10 letztlich besser bewertet wird. Die
Leistungsbewertung nach Methode Cy ist im Vergleich zu Methode C versetzt, was vor allem an den
unterschiedlichen Referenzwerten liegt, wie bereits in Abbildung 5.13 gezeigt. Zudem fallt die Leistungs-
bewertung nach Methode Cy tendentiell besser aus, was vor allem an der gréf3eren Referenzunsicherheit
liegt, wie in Abbildung 5.15 zu sehen ist.

56


https://www.esz-ag.de/

7 N\

eSZ

NS

Insgesamt zeigt sich, dass die Leistungsbewertung bzgl. Methode C qualitativ vergleichbar ist mit der
Leistungsbewertung nach Methode Cqy. Unterschiede ergeben sich jedoch quantitativ, sobald Ausreifler
vom Algorithmus erkannt und modifiziert werden. Dies wirkt sich sowohl auf den Referenzwert und
dessen Unsicherheit, als auch auf die Annahme der Korrelation und letztlich die Leistungsbewertung aus.
Wie in den Abbildungen 5.17 und 5.18 gezeigt, resultiert fiir einen Wert am Ubergangspunkt zwischen . der
Wert 1o wird als AusreiBer erachtet” und . der Wert 1o wird nicht als AusreiBer erachtet” eine Anderung
(Knick bzw. Sprung) in der Leistungsbewertung. Der Grund dafiir ist, dass sich an diesen Ubergangen
die Korrelation sprunghaft auf 0 &ndert, wie in Gleichung (5.32) gezeigt. Aufgrund des Terms (1 —
2/N)u? im Nenner von Gleichung (5.36) hdngt dieser Effekt von der konkreten Teilnehmerunsicherheit,
sowie der Teilnehmerzahl ab. Ja nach Datenlage kann es daher moglich sein, dass ein als Ausreifler
identifizierter Wert eine bessere Leistungsbewertung erhalt als ein entsprechender Wert, der gerade
nicht als Ausreifer erachtet wird. An dieser Stelle sei auch angemerkt, dass sich die Leistungsbewertung
der anderen Teilnehmer andert, wenn ein Wert als Ausreif3er identifiziert wird. In einem solchen Fall
erhoht sich die Korrelation der restlichen Teilnehmer mit dem Referenzwert. Die konkrete Anderung
hangt auch hier von der Datenlage ab.
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6 Methode D — Potenz-moderierter Mittelwert (Pommé & Keightley)

Mit Methode B liegt in Kapitel 4 eine unsicherheitsbasierte Auswertungsmethode mit individueller
Gewichtung vor. Bei den Methoden Cy und C aus Kapitel 5 handelt es sich im Gegensatz dazu um streu-
ungsbasierte Auswertungsmethoden mit einheitlicher Gewichtung. Die in diesem Kapitel vorgestellte
Methode D vereint die genannten Eigenschaften der Methoden B und Cy und moderiert zwischen diesen,
je nach Datenlage. Im Rahmen dieses Dokumentes bezeichnet Methode D die in ,Determination of a
reference value, associated standard uncertainty and degrees of equivalence” von Stefaan Pommé [7]
bzw. in ,Determination of a reference value and its uncertainty through a power-moderated mean” von
Stefaan Pommé und John Keightley [8] veréffentlichte Auswertungsmethode von Eignungsprifungen.
Grundlage dieser Methode ist der sogenannte Mandel-Paule Mittelwert, der in ,Interlaboratory evalua-
tion of a material with unequal numbers of replicates” [5] und .,Consensus values and weighting factors”
[6] von John Mandel und Robert Paule eingefiihrt wurde. Im Rahmen dieses Dokumentes, wird diese
Art Auswertung als Methode Dy bezeichnet.

Wie in Methode B und Cy/C, werden auch in Methode Dy/D die Referenzdaten unter der Beriicksichtigung
von Teilnehmerdaten berechnet, d.h. die Referenzdaten werden durch die Messungen mehrere Labore
und deren anschlieBender statistischen Auswertung bestimmt. Ausgangspunkt dafir ist auch in diesem
Kapitel der in Abschnitt 2.1 beschriebene Datensatz, d.h es liegen die Messabweichungen z;, sowie
die dazugehdorigen erweiterten Messunsicherheiten U, der N Teilnehmer vor. Entsprechend Kapitel 2
wird weiter angenommen, dass das Ergebnis aller Teilnehmer ¢ € [1; N] durch eine Normalverteilung
beschrieben werden kann, d.h. U; =2 - u; V i € [1; N]. Da diese Voraussetzung zentral ist fiir Methode
B und die Berechnungsgleichungen von Methode B ein Grenzfall von Methode Dg/D sein werden, ist die
Voraussetzung der Normalverteilung auch hier zentral. Des weiteren ist N, die Anzahl der Teilnehmerin
Gruppe .r", welche die Voraussetzung erfiillen und in der Berechnung der Referenzdaten beriicksichtigt
werden. Da, wie in Kapitel 3 beschrieben, auch qualitative Kriterien zum Ausschluss eines Teilnehmers
aus der Bestimmung der Referenzdaten fiihren konnen, ist N, < N. Ein solches qualitatives Kriterium
kann beispielsweise sein, dass nur nach DIN EN ISO/IEC 17025:2018 [1] akkreditierte Labore in der
Berechnung beriicksichtigt werden. Teilnehmer, die in der Bestimmung der Referenzdaten nicht be-
ricksichtigen werden, sind Gruppe .n“ zugeordnet.

6.1 Mandel-Paule Mittelwert (Methode D)

Wie bereits eingangs erwahnt, basiert Methode D auf dem Mandel-Paule Mittelwert, der in diesem
Dokument als Methode Dg bezeichnet wird. Aus diesem Grund wird in diesem Abschnitt zunachst die
Berechnung des Mandel-Paule Mittelwertes vorgestellt und beschrieben. Die Berechnungsgrundlagen
aus Kapitel 4 und 5 sind an dieser Stelle vorausgesetzt.

6.1.1 Berechnung der Referenzdaten

Als Grundlage des Mandel-Paule Mittelwertes kdnnen die Berechnungsgleichungen von Methode B
herangezogen werden, damit ist zum einen Gleichung (4.5) fiir den Referenzwert
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Tref;B = Uref,B E :’(1,2 [61]
=1 !

und zum anderen Gleichung (4.3) fir die Referenzunsicherheit

Ne -1
2 L= = 6.2
urct,B (; Uz?) [ ]
gemeint. Der in Abschnitt 4.1.1 beschriebene x2-Test, der ein wichtiger Bestandteil von Methode B
ist, wird an dieser Stelle zunachst nicht weiter bendtigt, taucht aber in einer modifizierten Form in
Gleichung (6.6) auf. Ein Mechanismus zur Verschiebung von Teilnehmern aus Gruppe .r" in Gruppe .n"
istam Ende in Methode D anderweitig gegeben und in Abschnitt 6.2.2 dargestellt.

Ausgehend von den Gleichungen von Methode B, wird in Methode Dy sowohl im Referenzwert, als
auch in der Referenzunsicherheit ein positiver Parameter s im Nenner quadratisch zu den einzelnen
Teilnehmervarianzen u? addiert. Dieser Parameter s ist fiir alle Teilnehmer gleich. Fiir die Referenzdaten

gilt damit
N: .
IZ'ref;DO = u?ef;Do Z u27_;82 [63]
i=1 ¢
mit

i=1

Ny 1 -1
ufef;DO = (Z 7u2 T 52> . [64]

Die Gewichtungsfaktoren sind demnach gegeben durch

“f;f?Dg Teilnehmer in Gruppe ..r",
WiDy = {"i-i-s ! I PP (6.5}

0 Teilnehmer in Gruppe ..n".

Aus der Kombination der Gleichungen (6.4) und (6.5) wird klar, dass die Gewichtungsfaktoren die in
Gleichung (2.31) geforderte Normierung erfilllen. Zur Bestimmung des Parameters s wird die Hilfsgréfe

N

~ 1 (xz — Tref;D )2
2 _ ;Yo
Xobs(s) = Nr 1 ; U? T 52 [66]

definiert. Der Parameter s > 0 ist kleinstmdglich so zu wahlen, dass

ops(s) <1, (6.7)

wodurch s eindeutig bestimmt ist und damit auch Gleichungen (6.3) und (6.4). Gleichung (6.7) kann
sukzessive numerisch geldst werden, indem als Startwert s = 0 verwendet wird. Falls damit y2,, > 1
ist, so ist der Parameter solange schrittweise zu erhohen, bis die Hilfsgré3e den Wert eins annimmt.
Es sei darauf hingewiesen, dass durch z,ct.p, in Gleichung (6.6) auch die Gleichungen (6.3) und (6.4)
in die Bestimmung von s einflieBen. Die HilfsgréBe x2,, erinnert in ihrer Definition an eine Mischung
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zwischen der Variable x?2, . des y?-Test in Methode B, vgl. Gleichung (4.7), und der empirischen Stan-
dardabweichung aus Methode Cy, vgl. Gleichung (5.4). Dadurch wird bereits angedeutet, dass durch
den Parameter s das Zusammenspiel von Unsicherheit und Streuung beriicksichtigt wird. Die konkrete
Wahl der HilfsgréBe 2, wird spater noch einmal deutlich, wenn die Grenzfalle des Parameters s und
der Methode Dy im Allgemeinen analysiert werden.

2.4

3 18 \
16
2
14
1 = 12
I 1 | 4
0 I I 1 [ Tref;Dg as !
" 08
N \
06
2 04
-3 0,2
4 > 0 s
1 ) 3 B s . 0 05 1 15 2

Teilnehmer u=0,50 — u=0,75 uw=1,0 w=1,1

Abbildung 6.1

Die im Bild links gezeigten alternierenden Teilnehmerwerte x; = x mit x = 1 ergeben aufgrund ihrer Symmetrie
immer den Referenzwert z.ct;n, = 0, unabhéngig davon, wie die Unsicherheiten u; = u V i € [1; N;] ausfallen und wie
der s-Parameter gewahlt wird. Rechts ist der Verlauf der Hilfgréfle X2, in Abhdngigkeit von s dargestellt. Je kleiner
die Unsicherheit u, desto gréfler ist s, jedoch nicht gréfler als N, /(N: — 1) im gewéhlten Beispiel. Der Vergleich beider
Abbildungen zeigt, dass der Parameter s die Tatsache berticksichtigt, dass durch die Unsicherheitenu; = u V i € [1; N;]
die Streuung der Werte x; nicht abgedeckt bzw. erklérbar ist.

Um den Parameter s und dessen Bestimmung zu veranschaulichen, wird nachfolgend ein alternierender
Beispieldatensatz gewahlt, d.h. z;—2,—1 = z und z;—9, = —x mitn € [1;N,/2] fir N, = 6, der in
Abbildung 6.1 veranschaulicht ist. Aufgrund der Symmetrie der Teilnehmerdaten x; ist der Referenzwert
Zref;D, = 0, Unabhangig davon, welchen Wert der Parameter s annimmt. Entsprechend ist die quadrati-
sche Differenz (z; — @rer.n, )? in der HilfsgroBe aus Gleichung (6.6) konstant und betragsméBig gleich .
Der Einfachheit halber sei zudem die Unsicherheit u; aller Teilnehmer gleich, d.h. u; = u V i € [1; V,].
Damit l&sst sich Gleichung (6.7) analytisch lésen und der Parameter s ist festgelegt durch

\/Nj:fil (l’ - xrcf;Do)2 - 'LL2 u S ervil |$ - mrcf;Do| 9
s = v (6.8)
0

sonst.

Damit wird ausgedriick, was in Abbildung 6.1 dargestellt ist. Die Unsicherheiten u; = u missen hinrei-
chend grof} sein und die vorliegende Streuung der Werte x; = +x hinreichend abdecken. Ist das nicht
der Fall, so wird der Parameter s groBer als Null sein.

Im genannten Beispiel wird fir Gleichung (6.8) deutlich, dass die Quadratsumme zwischen Unsicherheit
w und Parameter s eine Konstante liefert, falls s > 0 ist
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N,
= |T — Lref;D s> 07
Vu?+s2 = = o (6.9)

U s=0.

Fur s > 0 resultiert fir das Datenbeispiel demnach die empirische Stichprobenstandardabweichung.
Das zeigt sich auch in Abbildung 6.2. Je grof3er die Unsicherheit u wird, desto kleiner wird der Parameter
s, die Quadratsumme aus beidem bleibt jedoch konstant, solange s > 0 ist. Ist die Unsicherheit hinrei-

chend grof3, d.h.uw > 4/ N]rvjl |& — Zyer,n, |, SO Wird der Parameter s nicht weiter benétigt, d.h. s = 0, da die
Streuung der Werte durch die Unsicherheiten hinreichend abgedeckt ist. Entsprechend der Hilfsgrofe
X2, wird im genannten Beispiel der Wert «/ervil |z — Zyer.D, |, d.h. die empirische Stichprobenstan-

dardabweichung der vorliegenden Daten, als untere Grenze fiir die Unsicherheit erachtet. Wird die

Grenze durch die Teilnehmerunsicherheiten nicht erreicht, so wird der Parameter s erganzt. An dieser
Stelle sie darauf hingewiesen, dass diese einfachen Zusammenhange der gewahlten Datenlage im
genannten Beispiel geschuldet sind. Im Allgemeinen kann die Wahl des Parameters s nicht analytisch
ermittelt werden. Das Verhalten im gezeigten Beispiel unterstreicht jedoch zum einen den Charakter
des Parameters s und zum anderen wird an dieser Stelle bereits das Zusammenspiel zwischen Teilneh-
merwertestreuung und Teilnehmerunsicherheiten deutlich.

r

N,
N,— |£E — Tref;Dg

v
IS

0 Ny

No—1 |z — wref;Do|

s Vvu? + s2

Abbildung 6.2

Gezeigt ist der Verlauf des Parameters s in Abhdngigkeit von der Unsicherheit uw im Beispiel von Abbildung 6.1. Je

grofier die Unsicherheit w wird, desto kleiner wird der Parameter s, allerdings bleibt die Wurzel der Quadratsumme

aus u und s solange konstant, bis s = 0 ist und ist dann nur noch durch u gegeben. Die kritischen Punkte sind durch
Nk [€ — @rern, | gegeben, d.h. die Hilfsgrole X2, erachtet gemal den vorliegenden Daten |/ 5 & — Trerno |

als untere Grenzen fiir die Unsicherheit. Ist dieser Mindestwert durch die Teilnehmerunsicherheiten nicht gegeben, wird

der Parameter s ergénzt.

An dieser Stelle kénnen nun die beiden Grenzfalle des Mandel-Paule Mittelwertes aus Gleichung (6.3) und
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dessen Unsicherheit (6.4) betrachtet werden. Der erste Grenzfall fir s = 0 ist offensichtlich, da dieser
bereits zu Beginn als Motivation verwendet wurde. Fir s = 0, d.h. wenn die Teilnehmerunsicherheiten
im Hinblick auf die vorliegenden Streuung der Werte z; hinreichend grof} sind, entspricht Methode Dq
dem gewichteten Mittelwert aus Methode B. Konkret bedeutet das fiir die Referenzunsicherheit

o (g - (6.10)
=R =
=

2
uref;B
Fir den Referenzwert folgt entsprechend
N,
Lref:Dyg — u2 E 7{&
ret;Do = “ref;Dg 2 2
= i + s
N
—0 o zi (6.11)
uref;B E )
— u;
=1 ?
= Tref;B-

Im Grenzfall s = 0 verhalt sich Methode Dy wie Methode B, d.h. es liegt eine unsicherheitsbasierte
Auswertung mit individueller Gewichtung tber die Teilnehmervarianzen vor.

Der zweite Grenzfall ist fir u; = 0 V ¢ € [1; N;] gegeben. Zwar tritt dieser Fall in der Realitat nicht
ein, das Verhalten dieses Grenzfalles zeigt sich jedoch auch dann, wenn s > wu; V i € [1;N,], d.h.
die berichteten Unsicherheiten der Teilnehmer sind deutlich kleiner als die vorliegende Streuung der

Teilnehmerwerte. In diesem Fall gilt fir die Referenzunsicherheit

Ne -1
u; =0
(Z s2> (6.12)

N

s 1 2
N, T N, 1) 2 )
=1

.2
- uref;Cg;l

Fir den Referenzwert gilt
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N,
Tref:Dg — ’LL2 E 73%
ref;Do — Yref;Dg 2 2
s S
=1 * +
N,
ui =0 u2f i
ref;B 2
s (6.13)
1 i
= —_— €Ti
N, &~
=1

= Tref;Cq -

In diesem Grenzfall resultieren der arithmetische Mittelwert und dessen empirische Standardabwei-
chung. Das bedeutet, dass falls die Teilnehmerunsicherheiten im Vergleich zur vorliegenden Streuung
der Teilnehmerwerte verhaltnismafig klein sind, verhalt sich Methode Dy wie die streuungsbasierte
Auswertung nach Methode Cy, in der eine einheitliche Gewichtung vorliegt.

Anhand der beiden Grenzfalle wird klar, dass der Parameter s je nach Datenlage zwischen einer un-
sicherheitsbasierten und einer streuungsbasierten Auswertung, sowie zwischen der individuellen
Teilnehmergewichtung ber die Unsicherheiten und der einheitlichen Gewichtung des arithmetischen
Mittelwertes moderiert. Je nach Datenlage wird das Verhalten der genannten Grenzfalle beobachtet,
aber auch Kompromisse und Zwischenféalle konnen abgebildet werden. Insbesondere ist es auch mag-
lich, dass der Referenzwert ahnlich zu Methode B ist, die Referenzunsicherheit aber eher Methode
C entspricht und umgekehrt. Anhand von Beispieldaten wird in Abschnitt 6.1.3 die Interpolation und
Moderation zwischen diesen Grenzfallen durch den Parameter s verdeutlicht.

6.1.2 Leistungsbewertung

In diesem Abschnitt wird die Leistungsbewertung in Methode Dy naher betrachtet. Zunachst wird hierfir
festgehalten, dass es sich, entsprechend den Gleichungen (6.3), (6.4) und (6.5), bei Methode Dy um
ein lineares Modell gemaB Abschnitt 2.2.4 handelt. Der E,,,;-Wert ist demnach durch Gleichung (2.37)
gegeben, d.h.

En;i = Ti~ TrefiDo . [614]
2\/(1 — 2w, ) U7 + U,

Einsetzen der Gewichtungsfaktoren aus Gleichung (6.5) liefert

Ti—ZTref;Dy

- Teilnehmer i in Gruppe ,.r",
B = Q\J e (6.15)

Zi—Tref;Dg
21,2
2\ /Uit uiegp,

Im Grenzfall s = O resultiert der E,,.;-Wert von Methode B aus Gleichung (4.11). Falls s > u; V i € [1; V],
so ergibt sich der E,,;-Wert von Methode Cy in Gleichung (5.8). Die gleichen Grenzfille zeigen sich auch

Teilnehmer i in Gruppe ..n".
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in der Kovarianz, bzw. dem Korrelationskoeffizienten. Fir die Kovarianz gilt gemaf Gleichung (2.35)

2w . - y
=320~ Teilnehmer i in Gruppe .r’,

. ui+s [6 16]

(@3 Tret:D, ) = .

0 Teilnehmer i in Gruppe .n".

Der Korrelationskoeffizient ist entsprechend Gleichung (2.38] fiir Teilnehmer i in Gruppe .r" gegeben
durch

. o Uref;Do Ui
Tiref;:Dy = U2 +52
(2
wetny g (6.17)
:
’ . L , ,
Nowpr ¢ > wi Mits = Nruger, gemal Gleichung (6.12),

sodass sich auch hier die Grenzfalle von Methode B (s = 0] und Methode Cq (s >> u;) ergeben. Da es sich
bei Methode Dy eindeutig um ein lineares Modell im Sinne von Abschnitt 2.2.4 handelt, ist bereits durch
die dortigen Ausflihrungen klar, dass der Korrelationskoeffzient wohl definiert ist mit 0 < r;.;e¢.0, < 1.

6.1.3 Charakteristik der Methode

In Abschnitt 6.1.1 wurden bereits wesentliche Eigenschaft des Parameters s, sowie dessen Zusammen-
spiel mit der Streuung der Teilnehmerwerte x; und den Teilnehmerunsicherheiten u; anhand eines
einfachen Beispiels dargestellt. In diesem Abschnitt werden nun weitere Eigenschaften der Methode
Dy aufgezeigt und insbesondere die Moderation durch den Parameter s zwischen den Grenzfallen von
Methode B und Cy verdeutlicht. Hierfir wird der in Abbildung 6.3 gezeigte Beispieldatensatz definiert

x = {10,0;12,0; 8,0;9,0; 6,0},
u(x) = {0,50;1,0; 1,5; 2,0; 2,5}.

(6.18)

Der Datensatz wurde so gewahlt, dass sowohl der x2-Test in Methode B bestanden ist, als auch Methode
C keinen Ausreif3er identifiziert. Neben den Teilnehmerdaten sind in Abbildung 6.3 auch die resultie-
renden Referenzdaten der Methoden B, Cg, C und Dg gezeigt. Um die Eigenschaften von Methode Dy
herauszuarbeiten, ist es sinnvoll den Vergleich zu den Referenzdaten der Methoden B und Cy/C zu
ziehen. Mit den Ausfiihrungen in Kapitel 4 ist klar, dass Methode B mafigeblich durch Teilnehmer mit
verhaltnismafig kleinen Unsicherheiten dominiert ist. Im gezeigten Beispiel zeigt sich dies daran, dass
der Referenzwert im Wesentlichen durch den Wert von Teilnehmer 1 gegeben ist. Die Referenzunsi-
cherheit ist ebenfalls erwartungsgemaf kleiner als die kleinste Teilnehmerunsicherheit, die in diesem
Beispiel fiir Teilnehmer 1 vorliegt. Konkret sind die Referenzdaten in Methode B gegeben durch

Trets =~ 10,0 und  Uper.p =~ 0,41. (6.19)

Da die Beispieldaten so gewahlt wurden, dass der Algorithmus von Methode C keinen Wert als Ausreifler
identifiziert, unterscheiden sich die Referenzdaten von Methode Cq und C lediglich in der Referenzunsi-
cherheit, aufgrund des Faktors 1,134 aus Gleichung (5.19). Da die Streuung der Werte z; gréfler ist als
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die Fehlerfortpflanzung der Teilnehmerunsicherheiten [Uref;co/c;g ~ (,74), ist die Unsicherheit letztlich
durch die empirische Standardabweichung aus Gleichung (5.4) bzw. (5.21) gegeben. Die Referenzdaten
lauten:

Lref;Co = 9,0 und Uref;Co = 1,0
’ ’ (6.20)
ZTret,c = 9,0 und  Uper,c = 1,134

Vor dem Hintergrund dieser Grenzfalle kann nun Methode Dy naher analysiert werden. Bevor die re-
sultierenden Referenzdaten, die bereits in Abbildung 6.3 gezeigt sind, naher betrachtet werden, ist ein
Blick auf die Gewichtungsfaktoren w;.iet.n, aus Gleichung (6.5] hilfreich und in Abbildung 6.4 gezeigt.

16 ,
14

12

O Teilnehmer OMethode B O Methode Cy B Methode C Methode Dg

Abbildung 6.3

Gezeigt sind die in Gleichung (6.18] definierten Beispieldaten der Teilnehmer, sowie die daraus resultierenden Refe-
renzdaten nach Methode B, Cy, C und Dy. Die jeweils zweiten Werte fiir Methode Cy und C zeigen die Unsicherheit der
Fehlerfortpflanzung. Da diese kleiner ist als die Streuung der Teilnehmerwerte ist die Referenzunsicherheit durch die
empirische Standardabweichung gegeben. Methode B ist im Wesentlichen durch Teilnehmer 1 dominiert, aufgrund der
kleinen Unsicherheit. Methode Dy erscheint als Kompromiss zwischen Methode B und den Methoden Cy/C, wobei der
Referenzwert nédher an Methode B, die Referenzunsicherheit jedoch ndher an Methode Cy liegt.

Fur s = 0 resultiert die individuelle Gewichtung von Methode B. In dieser Gewichtung uber die Teil-
nehmervarianzen wird Teilnehmer 1 deutlich starker gewichtet als alle anderen Teilnehmer. Durch
die Ergdnzung des Parameters s in Gleichung (6.5], wird die Gewichtung der einzelnen Teilnehmer
vereinheitlicht, indem letztlich durch den Parameter s die Unsicherheit der einzelnen Teilnehmer nach
oben korrigiert wird. Im Verlauf der Gewichtungsfaktoren aus Abbildung 6.4 zeigt sich, dass durch den
Parameter s insbesondere die Gewichtung von Teilnehmer 1 stark verringert wird, wohingegen die
Gewichtung der Teilnehmer 1 bis 4 zunimmt. Da der Parameter s fir alle Teilnehmer gleichermafen
erganzt wird, schneiden sich die Verlaufe der Gewichtungsfaktoren nicht, d.h. qualitativ wird ein Teilneh-

65


https://www.esz-ag.de/

7 N\

eSZ

NS

mer 4, der in Methode B starker gewichtet ist als ein anderer Teilnehmer j, auch in Methode Dq starker
gewichtet. Lediglich das konkrete Verhaltnis der Gewichtungsfaktoren zueinander wird angepasst,
d.h. vereinheitlicht. Der konkrete Verlauf ist stets vom vorliegenden Datensatz abhangig, wobei hier
lediglich die Teilnehmerunsicherheiten relevant sind. Die Summe aller Gewichtungsfaktoren ist zu
jedem Zeitpunkt gleich 1, da die Normierung aus Gleichung (2.31) stets erfiillt ist. Mit gréBer werdendem
Parameter s zeigt sich eine Konvergenz aller Gewichtungsfaktoren gegen die einheitliche Gewichtung
1/N, des arithmetischen Mittelwertes aus Methode Cy. Methode Dy moderiert in Abhangigkeit von s
somit zwischen der individuellen Gewichtung von Methode B und der einheitlichen Gewichtung der
Methoden Cg.

08 ,
07
06

0,5

Wi;Dg (5)

0,4
0,3
0,2

Teilnehmer 1 Teilnehmer 2

Teilnehmer 4 Teilnehmer 5

Teilnehmer 3

Abbildung 6.4

Gezeigt ist der Verlauf der in Gleichung (6.5] definierten Gewichtungsfaktoren von Methode Dy in Abhédngigkeit vom
Parameter s. Fiir s = 0 liegt die Gewichtung von Methode B vor und jeder Teilnehmer wird individuell iber die vorliegende
Teilnehmervarianz gewichtet. Je grofler der Parameter s wird, desto einheitlicher wird die Gewichtung aller Teilnehmer
und eine Konvergenz hin zur einheitlichen Gewichtung nach Methode Cy ist zu sehen (N, = 5 im gewéhlten Beispiel).
Da der Parameter s letztlich gemah Gleichung [6.7] nicht willkirliche Werte annimmt, ist die tatsdchliche Gewichtung
der Teilnehmer durch den Wert bei s = 1,5 im vorliegenden Beispiel gegeben. An diesem Punkt ist zu sehen, dass
insbesondere der Einfluss von Teilnehmer 1 in Methode Dy im Vergleich zu Methode B deutlich reduziert ist.

Da der konkrete Wert des Parameters s letztlich durch Gleichung (6.7) festgelegt ist, resultiert fur
Methode Dy eine Art vereinheitlichte individuelle Gewichtung. Wie in Abbildung 6.5 zu sehen ist, nimmt
im vorliegenden Beispieldatensatz aus Gleichung (6.18) der Parameter s den Wert s = 1,5 an. Fur
diesen Wert zeigt sich in Abbildung 6.4, dass zwar nach wie vor jeder Teilnehmer anders, d.h. individuell
gewichtet wird und insbesondere Teilnehmer 1 und 2 starker gewichtet werden als die Teilnehmer 3, 4
und 5. Allerdings sind die Unterschiede in der Gewichtung nicht mehr so grof3 wie in Methode B, d.h.
die individuelle Gewichtung ist zu einem gewissen Grad vereinheitlicht. Der Grad der Vereinheitlichung
hangt vom finalen Parameter s und somit von der Datenlage ab. Die in Abbildung 6.4 beispielhaft darge-
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stellte Vereinheitlichung der Gewichtungsfaktoren von Methode Dy bedeutet im Modell von Methode
B effektiv eine Vergrof3erung der Teilnehmerunsicherheiten u;, wie Abbildung 6.5 zeigt. Zwar wird zu
allen Teilnehmerunsicherheiten u; der gleiche Wert s quadratisch addiert, die Anderung der effektiven
Unsicherheit ist jedoch fir Teilnehmer, die eine verhaltnismafig kleine Unsicherheit berichten grofBer.
In Abbildung 4.5 ist beispielhaft der Uberdeckungsbereich der erweiterten Teilnehmerunsicherheiten
mit und ohne s-Parameter markiert. Da die Streuung der Teilnehmerdaten nicht vollstandig durch
die berichteten Teilnehmerunsicherheiten u; erklart werden kann, liegt fir s = 0 eine Inkonsistenz
der Daten vor, die anhand des schmalen dunkelgrauen Streifens in Abbildung 6.5 veranschaulicht ist.
Der Parameter s wird letztlich so lange vergréfert, bis tiber die effektiven Unsicherheiten u? + s? eine
hinreichende Konsistenz vorliegt und die Streuung der Daten hinreichend abgedeckt ist (vgl. hellgrauer
Streifen in Abbildung 6.5).

14
12
o 15 %
O 10 0 %
Q2
o]

05

0 » s

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 O Teilnehmer Methode Dg

Abbildung 6.5

Links: Fiir den Beispieldatensatz aus Gleichung (6.18) ist der Verlauf der HilfsgroBe x>, die zur Bestimmung des
Parameters s dient gezeigt. Im konkreten Beispiel ist s = 1,5.

Rechts: Im Modell von Methode B bewirkt der Parameter s in Methode D, effektiv die Vergréfierung der einzelnen
Teilnehmerunsicherheiten, wodurch die Inkonsistenz der Teilnehmerdaten behoben wird.

Wie in Gleichung (6.3) und (6.4) gezeigt, sind in Methode Dy letztlich der Referenzwert und die Referenz-
unsicherheit durch den Parameter s maf3geblich beeinflusst. Der Verlauf ist in Abbildung 6.6 dargestellt.
Vor allem im Referenzwert zeigt sich die Moderation zwischen Methode B und Methode Cy/C durch den
Parameter s, die in ahnlicher Weise bereits fir die Gewichtungsfaktoren in Abbildung 6.4 zu erkennen
ist, da im linearen Modell nach Gleichung (2.29) die Gewichtungsfaktoren direkt in die Berechnung des
Referenzwertes einflieBen. Der konkrete Verlauf zwischen den Grenzfallen von Methode B und Methode
Co hangt vom vorliegenden Datensatz ab und kann hier nur exemplarisch fir die Daten aus Gleichung
(6.18) gezeigt werden. Da, wie in Abbildung 6.5 gezeigt, im vorliegenden Datensatz der Parameter s
durch 1,5 gegeben ist, resultiert in Methode Dy ein Referenzwert, der zwischen den Referenzwerten von
Methode B und Cy/C, jedoch etwas ndher am Referenzwert aus Methode B liegt.

Der Verlauf der Referenzunsicherheit in Abhangigkeit vom Parameter s zeigt, wie Abbildung 6.6 veran-
schaulicht, ein etwas anderes Verhalten als der Referenzwert und die Gewichtungsfaktoren. Zunachst
wird auch fir s = 0 die Referenzunsicherheit von Methode B reproduziert. Fir groBer werdendes s zeigt
sich jedoch, dass die Referenzunsicherheit nach Gleichung (6.4) prinzipiell beliebig gro werden kann,
aufgrund der in Gleichung (6.12] gezeigten Proportionalitat uset.p, o s/v/Ny. Grund dafir ist, dass in
der Referenzunsicherheit von Methode Dy noch die Normierung der Faktoren 1/(u? + s2) fehlt, die dann
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Links ist der Verlauf der Referenzunsicherheit x..t;n, in Methode Dy in Abhdngigkeit vom Parameter s zu sehen und
rechts der Verlauf der dazugehérigen Referenzunsicherheit u.et;p,. Am Startwert s = 0 liegen die Referenzdaten
aus Methode B vor. Der Referenzwert konvergiert fiir gréfier werdendes s gegen den Referenzwert aus Methode Cy/C.
Der konkrete Verlauf zwischen den beiden Grenzfallen hdngt von der Datenlage ab. Die Referenzunsicherheit kann in
Abhéngigkeit vom Parameter s prinzipiell beliebig grofi werden. Da s jedoch nicht beliebig ist, ist der tatsachliche Wert
fir s = 1,5 erreicht und liegt fiir das gezeigte Beispiel zwischen den Unsicherheiten von Methode B und Cy/C.

in den Gewichtungsfaktoren und somit auch im Referenzwert vorliegt. In der Anwendung ist s jedoch
letztlich durch Gleichung (6.7) festgelegt und wird nicht beliebig grof. Im vorliegenden Datenbeispiel
resultiert eine Referenzunsicherheit, die zwischen den Werten von Methode B und Cy liegt. Im Vergleich
zwischen Referenzwert und Referenzunsicherheit zeigt sich in Abbildung 6.6, dass der Referenzwert
von Methode Dy naher am Referenzwert von Methode B ist, die Referenzunsicherheit von Methode
Dy ist jedoch naher an der Referenzunsicherheit von Methode Cy. Demnach liegt selbst in der Kombi-
nation aus Referenzwert und Referenzunsicherheit eine Art Kompromiss zwischen Methode B und Cy vor.
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Teilnehmer 3

Teilnehmer 4

Teilnehmer 5 Teilnehmer 1 Teilnehmer 2

Teilnehmer 3

Teilnehmer 4

Teilnehmer 5

Abbildung 6.7

Links ist der Verlauf der Kovarianz und rechts der Verlauf des Korrelationskoeffizienten in Abhadngigkeit vom Parameter
s gezeigt. Fiir die Kovarianz zeigen sich die diskutierten Grenzfélle von Methode B und Methode Cy. Fiir den Korrelations-
koeffizienten zeigt sich aufgrund des Verhaltens der Referenzunsicherheit ein Konvergenz gegen Null fir sehr grofie
Parameter s. Fiir s = 0 resultieren die Werte von Methode B.

Erganzend zu den bisherigen Diskussionen ist in Abbildung 6.7 der Verlauf der Kovarianz und des
Korrelationskoeffizienten gezeigt. Fur die Kovarianz zeigen sich die bereits diskutierten Grenzfalle von
Methode B und Methode Cy, da die Kovarianz im linearen Modell nach Gleichung (2.35) direkt proportio-
nal zu den Gewichtungsfaktoren ist. Der Korrelationskoeffizient hingegen reproduziert nur den Grenzfall
von Methode B fiir s = 0. Fir grofBer werdendes s konvergieren die Korrelationskoeffizienten aller
Teilnehmer gegen Null. Der Grund hierfir ist der Verlauf der Referenzunsicherheit und die Tatsache,
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dass urern, /(U7 +57) im Gegensatz zu uly., /(uf +s) keine Normierungsbedingung erfiillt. Interessant
ist im vorliegenden Datenbeispiel, dass beim finalen Parameter s = 1,5 der Korrelationskoeffizient von
Teilnehmer 1 kleiner ist als der Korrelationskoeffizient der anderen Teilnehmer, obgleich fiir s = 0 der
Wert von Teilnehmer 1 eine sehr starke Korrelation mit dem Referenzwert von Methode B aufweist.
Insbesondere zeigt sich im Vergleich zum Verhalten der Gewichtungsfaktoren aus Abbildung 6.4, dass
sich die Verlaufe der Korrelationskoeffizienten der Teilnehmer schneiden kdnnen.
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Abbildung 6.8

Gezeigt ist die Leistungsbewertung der einzelnen Teilnehmer in Methode Dy in Abhédngigkeit vom Parameter s. Startpunkt
ist fiir s = 0 stets der En;;-Wert von Methode B. Der weitere Verlauf hdngt vom Teilnehmer individuell ab. Ein E,;-Wert
zwischen dem von Methode B und Methode Cy resultiert in 4 von 5 Fallen. Fir gréBBer werdende Werte von s konvergieren
alle Leistungsbewertungen in Methode Dy gegen Null, da die Referenzunsicherheit, wie in Abbildung 6.6 beliebig grof3
werden kann. Dieses Verhalten wird in der Anwendung jedoch durch Gleichung [6.7] verhindert

AbschlieBend kann noch ein Blick auf die Leistungsbewertung der einzelnen Teilnehmer geworfen

werden. In Abbildung 6.8 sind der Verlauf des E,,;-Wertes fiir die einzelnen Teilnehmer in Methode
Dg in Abhangigkeit vom Parameter s, sowie die Grenzfalle der Leistungsbewertung gemafi Methode
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B und Cq gezeigt. In allen Fallen resultiert fir s = 0 der Ey,;;-Wert nach Methode B. Der Grenzfall von
Methode Cp wird in der Leistungsbewertung nach Methode Dy nicht immer erreicht bzw. fir einen s-Wert
angenommen (vgl. Teilnehmer 1 und 2). Fir gréBer werdendes s konvergieren alle E,.;-Werte gegen
Null, was am Verlauf der Referenzunsicherheit liegt die letztlich beliebig gro3 werden kann. Abbildung
6.8 zeigt, dass zwischen der Leistungsbewertung von Methode B und Methode Cy durchaus Unterschiede
vorliegen konnen. Allerdings ist die finale Leistungsbewertung nach Methode Dy nicht immer in der
Mitte zwischen der Leistungsbewertung von Methode B und Cq zu finden. Hier zeigt sich, dass das
finale Zusammenspiel von Referenzwert, Referenzunsicherheit und Korrelation zu einer individuellen
Leistungsbewertung nach Methode Dy flihrt, die in vielen Fallen eine Art Kompromiss zwischen den
Auswertungsmethoden B und Cy ist, in manchen Fallen aber auch davon abweichende Ergebnisse liefert.

Anmerkung: Das gezeigte Verhalten ist auf den Beispieldatensatz aus Gleichung (6.18) beschrankt, ob-
gleich daran viele allgemeine Eigenschaften von Methode Dy sichtbar werden. Die konkrete Abhangigkeit
vom Parameter s, sowie die durch diesen Parameter eingefiihrte Moderation zwischen den Grenzfallen
von Methode B und Cy hangt prinzipiell vom vorliegenden Datensatz ab. So kdnnen beispielsweise je
nach Datenlage fir die Referenzunsicherheit von Methode Dy auch Werte resultieren, die etwas grof3er
sind als die Referenzunsicherheit von Methode B und Methode Cy. Auch im Referenzwert kann der
Verlauf fir manche s-Werte so sein, dass x.s.p, ($) nicht mehr zwischen den Grenzwerten von Methode
B und Methode Cy liegt. Weitere Datenbeispiele sind in Kapitel 7 zu finden.

6.2 Potenz-moderierter Mittelwert (Methode D)

Die in [7, 8] veroffentlichte Methode des potenz-moderierten Mittelwertes wird im Rahmen dieses
Dokumentes als Methode D bezeichnet und ist Gegenstand der nachfolgenden Betrachtungen. Die
in den vorherigen Abschnitten dargestellte Methode Dg, die den Mandel-Paule Mittelwert bezeichnet,
und ihre Eigenschaften sind der Ausgangspunkt und die Grundlage von Methode D. Insbesondere
werden die vereinheitlichte individuelle Gewichtung, sowie der streuungs- und unsicherheitsbasierte
Auswertungsansatz von Methode Dy in Methode D aufgegriffen und verstarkt.

6.2.1 Berechnung der Referenzdaten

Wie in Abschnitt 6.1 gezeigt, basiert der Mandel-Paule Mittelwert aus Methode Dy auf dem gewichteten
Mittelwert von Methode B, wobei ein zusatzlicher Parameter s eingeflhrt wird, der letztlich zwischen
Methode B und Methode Cg, je nach Datenlage, moderiert. Davon ausgehend, werden in Methode D zwei
weitere Parameter erganzt, o und S. Diese flieBen in den Gewichtungsfaktor der Methode D gemaf3

2
&a Teilnehmer in Gruppe .r",
wip = s2oefut+s? 6.21)

0 Teilnehmer in Gruppe ,.n"

ein. Fur die Referenzdaten bedeutet dies
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.’Eref;D 52 o Z \/m [622]
mit
-1
Uep = 577° : (6.23)

Durch die Gleichungen (6.21), (6.22) und (6.23) sind die Voraussetzungen des linearen Modells aus
Abschnitt 2.2.4 erfiillt und die Summe der Gewichtungsfaktoren ist auf 1 normiert. Da der Parameter «
im Exponenten steht, wird der Referenzwert aus Gleichung (6.22) als potenz-moderierter Mittelwert
bezeichnet. Der Wertebereich des Parameters « ist zunachst gegeben durch

€ [0;2]. (6.24)
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Abbildung 6.9

Gezeigt ist der Wertebereich des Parameters o gemél den Gleichungen (6.24] und [6.25]. Der Parameter o kann entweder
handisch auf 0 oder 2 gesetzt werden, oder entsprechend Gleichung (6.25] bestimmt werden. Ist letzteres der Fall, so ist
der minimale Wert durch 1 gegeben, da sinnvollerweise N, > 3, wie in Kapitel 8 gezeigt. Fiir grof3er werdendes N, zeigt
sich eine Konvergenz gegen 2.

Die Wahl des Parameters a hangt davon ab, ob die berichteten Unsicherheiten u; im Vergleich zu den
berichteten Abweichungen z; als hinreichend konsistent erachtet werden. Standardmafig kann

3

verwendet werden. Damit ist der Parameter « insbesondere abhangig von der Teilnehmerzahl V;, d.h.
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der Anzahl an Daten, die in die Bestimmung der Referenzdaten einflieien. Je kleiner V; ist, d.h. je
geringer die Datenlage, desto kleiner ist «. Da N, > 3 sein sollte, wie in Kapitel 8 gezeigt wird,, ist
der kleinste Wert, den der Parameter o nach Gleichung (6.25) annehmen kann, durch 1 gegeben. Fir
eine grofler werdende Teilnehmerzahl N, konvergiert der Parameter o gegen 2, wie in Abbildung 6.9
dargestellt. Neben Gleichung (6.25) kann der Parameter jedoch auch auf 0 oder 2 gesetzt werden.
Dabei entspricht & = 0 dem Fall, dass in den Daten eine Diskrepanz vorliegt und die beobachteten
Abweichungen x; nicht durch die berichteten Unsicherheiten u; abgedeckt und erklarbar sind. Sind die
berichteten Unsicherheiten u; hingegen aussagekraftig und decken die berichteten Abweichungen x; ab,
d.h. es liegen konsistente Daten vor, so kann a = 2 gewahlt werden. In diesem Fall entspricht Methode
D dem Mandel-Paule Mittelwert aus Methode Dy. Gleichung (6.25) entspricht hingegen einer maBig
inkonsistenten Datenlage in der die Unsicherheiten tendenziell unterschatzt sind, aber dennoch mit den
berichteten Abweichungen ibereinstimmen. Die nachfolgende Tabelle zeigt eine Zusammenfassung
der Wahl des Parameters «. Da sowohl die Lage der Abweichungen z;, als auch die Groflenordnung der
berichteten Unsicherheiten u; beriicksichtigt wird, handelt es sich bei Methode D um eine streuungs-
und unsicherheitsbasierte Auswertungsmethode.

a=0 B Die Unsicherheiten u; sind nicht informativ und kdnnen die Streuung der
Abweichungen z; nicht erklaren.

B Es liegen inkonsistente Daten vor.

B Grenzfall: Methode Cq (arithmetischer Mittelwert)

a=92-—3 ¢ (1;2) B Informative Unsicherheiten u;, die jedoch tendenziell unterschatzt sind.

B Fir geringe Teilnehmerzahlen N,, wird die unzureichende Datengrundla-
ge beriicksichtigt.

a=2 B Die Unsicherheiten u; sind realistisch und in Ubereinstimmung mit der
Streuung der berichteten Messwerte x;.

B Es liegen konsistente Daten vor.

B Grenzfall: Methode Dy/B (Mandel-Paule Mittelwert/gewichteter Mittel-
wert)

In Abschnitt 6.1 wurde bereits gezeigt, dass der Parameter s zwischen dem arithmetischen Mittelwert
von Methode Cy und dem gewichteten Mittelwert von Methode B moderiert. In Methode D wird diese Mo-
deration durch den Parameter a erweitert. Wie der obigen Tabelle zu entnehmen ist, liegt fir = 0 der
Grenzfall des arithmetischen Mittelwertes und fir a = 2 der Grenzfall des Mandel-Paule Mittelwertes
vor. Ersterer wird spater genauer betrachtet, da hierfir noch der Parameter S von Bedeutung ist. Fiir
a = 2 hingegen ist aus den Gleichungen (6.22) und (6.23) klar, dass S?~* = 1 ist und der Parameter S
somit entfallt. In diesem Fall werden die Referenzdaten aus Methode Dy reproduziert. Mehr noch, da
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a = 2 nur dann gesetzt wird, wenn die Daten konsistent sind, kann erwartet werden, dass der Parameter
s des Mandel-Paule Mittelwertes gleich 0 ist und somit letztlich der gewichtete Mittelwert aus Methode
B reproduziert wird. Umgekehrt kann ein Parameter s > 0 im Mandel-Paule Mittelwert ein Hinweis
darauf sein, dass der Parameter a < 2 ist.

Insgesamtistin Methode D das Zusammenspiel der beiden Parameter S und « charakteristisch, weshalb
die Auswirkung der beiden Parameter nur zusammen betrachtet werden kann. Nachdem beschrieben
wurde, wie der Parameter a zu wahlen ist, ist nachfolgend die Bestimmungsgleichung des Parameters
S gezeigt, es gilt

S = \/]\/'r - max (“Eef;co;ﬂ u?ef;Do) . (6.26)

Hier ist zundchst festzustellen, dass es sich bei u.c, ., nach Gleichung (5.4) und u? ., nach Gleichung
(6.4) um Varianzen eines Mittelwertes handelt. Durch die Definition des Parameters S in Gleichung
(6.26) wird klar, dass es sich bei S um eine Stichprobenstandardabweichung handelt, d.h. um eine Art
vereinheitlichte Teilnehmerunsicherheit. Wie in den obigen Ausfiihrungen des Parameters a bereits
aufgezeigt, moderiert dieser zwischen Methode Cy (v = 0) und Methode Dy (o = 2). Diese beiden Grenz-
falle werden auch im Parameter S aufgegriffen, zum einen durch die empirische Standardabweichung
des arithmetischen Mittelwertes wu,f.c,;1 und zum anderen durch die Standardunsicherheit des Mandel-
Paule Mittelwertes uyr.n,. Wie ein Vergleich der Gleichungen (6.22) und (6.23) zeigt, kann der Parameter
S im Referenzwert gekiirzt werden, d.h. S hat keinen Einfluss auf die Lage des Referenzwertes, sondern
lediglich auf die Grof3e der Referenzunsicherheit. Durch die Definition des Parameters .S in Gleichung
(6.26) wird erneut unterstrichen, dass mit Methode D, wie bereits mit Methode Dg eine streuungs- und
unsicherheitsbasierte Auswertungsmethode vorliegt.

Um das Zusammenspiel der Parameter o und S zu verstehen, ist es hilfreich den Summand eines
Teilnehmers i aus Gruppe .r” in der Referenzunsicherheit nach Gleichung (6.23) ndher zu betrachten:

1 1
: ——a (6.27)
52 N
N—— 7

einheitliches Gewicht i L R .
(vereinheitlichtes) individuelles Gewicht

Wie Gleichung (6.27) zeigt, setzt sich der Summand in der Referenzunsicherheit in Methode D aus einem
einheitlichen und einem (vereinheitlichten] individuellen Anteil zusammen. Letzterer stammt aus dem
Mandel-Paule Mittelwert, bei dem die individuelle Gewichtung aus Methode B durch den Parameter s
ggf. bereits vereinheitlicht wurde. Wie in Abschnitt 6.1 jedoch gezeigt ist, wird durch den Parameter
s, je nach Datenlage, nur eine teilweise Vereinheitlichung der individuellen Gewichtung erzielt. Eine
weitere Vereinheitlichung wird in Methode D durch den Parameter a vorgenommen. Dieser taucht in
beiden Faktoren aus Gleichung (6.27) auf und kann als eine Art Gewichtsstiick verstanden werden, das
zwischen der Waagschale der einheitlichen und der Waagschale der (vereinheitlichten] individuellen
Gewichtung ausgleicht. Das was an individueller Gewichtung weggenommen wird, wird durch den
Parameter S an einheitlicher Gewichtung aufgefillt. Fir o« = 2 wird alles in die Waagschale der (verein-
heitlichten) individuellen Gewichtung gelegt, da S?~% = 1 ist. Fir « = 0 wird alles in die Waagschale
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der einheitlichen Gewichtung gelegt und die individuelle Gewichtung verschwindet, da \/u? + $2% = 1ist.

Wichtig ist zu verstehen, dass sich in Methode D das Zusammenspiel der drei Parameter s, S und «
niederschlagt, wobei vor allem s und a zwischen der einheitlichen Gewichtung von Methode Cq und der
individuellen Gewichtung von Methode B moderieren. Durch den Parameter s werden, wie in Abschnitt
6.1 gezeigt, die Teilnehmerunsicherheiten vergrof3ert. Da dies fir alle Teilnehmer durch den gleichen
Parameter s geschieht, werden die Unsicherheiten dadurch auch, je nach Datenlage mehr oder we-
niger, vereinheitlicht. Mit « liegt in Methode D ein zusatzlicher Moderator zwischen individueller und
einheitlicher Gewichtung vor, der, wie in Gleichung (6.25) gezeigt, auch die Teilnehmeranzahl, d.h. die
Grofle der Datengrundlage berlcksichtigt. Schematisch ergeben sich die in Abbilung 6.10 dargestellten
Grenzfalle. Insbesondere konnen aber nicht nur die Grenzfalle, sondern beliebige Zwischenbereiche
realisiert werden.

Methode D

arithmetischer Mittelwert Mandel-Paule Mittelwert

Grenzfall Methode Cg Grenzfall Methode Dy

s> u; Vi€ [l;Ny]

gewichteter Mittelwert arithmetischer Mittelwert

Grenzfall Methode B Grenzfall Methode Cy

Abbildung 6.10
Dargestellt sind die Grenzfélle, die sich in Methode D durch die Parameter o und s ergeben. Durch die Moderation der
beiden Parameter kénnen insbesondere auch die verschiedenen Zwischenbereiche abgebildet werden.

6.2.2 Leistungsbewertung und Ausschluss von Teilnehmerdaten

Die Leistungsbewertung nach Methode D kann direkt aus den Uberlegungen des linearen Modells in
Abschnitt 2.2.4 ibernommen werden. Der E,,;-Wert ist demnach durch Gleichung (2.37) gegeben, d.h.
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En;i _ Tj — Tref;D ) [628]
2\/(1 - 2w’i;D) uz2 + u?ef;D
Mit den Gewichtungsfaktoren aus Gleichung (6.21) folgt
“;I”ﬁD Teilnehmer i in Gruppe .r",
En;i _ 2\j (1*2‘82_ar9/1L;12+52">u12+ux2'ef:D [6_29]

Xj—Tref;D
2.2
24/ ui i p

Die im vorherigen Abschnitt angesprochenen Grenzfalle ergeben sich auch im E,;-Wert. Fir die Kovari-

Teilnehmer 4 in Gruppe ..n".

anz gilt gemaR Gleichung (2.35)

2 2
Uref;D%q

——=2——  Teilnehmer i in Gruppe .r",
u(xi;xrcf;D) - SETeyfuits [630]
0 Teilnehmer 4 in Gruppe ,.n".

Der Korrelationskoeffizient ist entsprechend Gleichung (2.38] fiir Teilnehmer i in Gruppe .r" gegeben
durch

Uref;DUsq [6 31 ]
S2—ay Ju? T+ 52" .

Der Korrelationskoeffzient ist gemaf den Ausfiihrungen fiir das lineare Modell in Abschnitt 2.2.4 wohl

Tiref;D =

definiert mit 0 < rjerp < 1.

Uber die Definition des E,.;-Wertes ist entsprechend [7, 8] ein Ausschlusskriterium fir extreme Teil-
nehmerwerte definiert. Zunédchst werden aus allen in Gruppe ..r” vorliegenden Teilnehmerdaten die
Referenzdaten gemafl den Gleichungen (6.22) und (6.23) berechnet. AnschlieBend werden fir alle
Teilnehmer in Gruppe .r" die E,;-Werte gemaf Gleichung (6.29) berechnet. Darauf basierend wird
folgendes Ausschlusskriterium definiert

wip=0 <& Ey;>c mitce(l;2]. (6.32)

Alle Teilnehmer aus Gruppe ,r", deren Leistungen anhand des E,,,;-Wertes negativ bewertet werden
und den kritischen Grenzwert ¢ € [1;2] Uberschreiten, sind von Gruppe ..r" in Gruppe ..n" zu verschieben,
d.h. aus der Bestimmung der Referenzdaten auszuschlieBen. Der kritische Wert c in Gleichung (6.32)
kann dabei je nach Anforderungen festgelegt werden. Die untere Grenze ist durch 1 gegeben, fir die
obere Grenze empfiehlt sich der Wert 2. Standardmafig wird

c=125 (6.33)

empfohlen. Mit den verbleibenden Teilnehmern in Gruppe ,.r” ist dann die Bestimmung der Referenz-
daten neu durchzufihren und das Ausschlusskriterium erneut auszuwerten. Der Ablauf wird solange
wiederholt, bis alle Teilnehmer in Gruppe ..r", die in die Bestimmung der Referenzdaten einflieBen, das
Ausschlusskriterium aus Gleichung (6.32) bestehen.
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Anmerkung 1: Das hier formulierte Ausschlusskriterium basiert auf [7, 8], weicht aber von der dort
gezeigten Vereinfachung ab. Der Grund dafir ist, dass ein Fehler in der Vereinfachung vermutet wird,
da diese so nur fir Methode B anwendbar ist, nicht aber fir Methode D. Die in [7, 8] angegebenen
Gleichungen sind weniger ausreifiersensitiv als jenes aus Gleichung (6.32).

Anmerkung 2: Das an dieser Stelle fir Methode D eingefihrte Ausschlusskriterium kann auch fir
Methode Dg angewandt werden.
6.2.3 Charakteristik der Methode

Um die Eigenschaften von Methode D und die Auswirkungen der Parameter a und S nachfolgend
darzustellen, wird der Beispieldatensatz aus Gleichung (6.18) aufgegriffen. Dieser ist, zusammen mit
den Referenzdaten aller Methoden in Abbildung 6.11 dargestellt. Methode D liefert konkret

Trep =~ 9,5 UNd  Uper.p =~ 0,95. (6.34)

Zum Vergleich, Methode Dq ergibt
TretDy ~ 9,6 UND  Uper.p, = 0,91. (6.35)

14

12

Teilnehmer  Methode B Methode Cy
O O O

Methode C Methode Dy Methode D
(]

Abbildung 6.11
Gezeigt ist der in Gleichung [6.18] definierte Beispieldatensatz, der bereits in Abbildung 6.3 dargestellt ist. Ergénzend
sind hier die Referenzdaten von Methode D gezeigt.

Abbildung 6.12 zeigt den Vergleich der Referenzdaten in den verschiedenen Auswertungsmethoden.
Obgleich der Unterschied zwischen Methode Dy und D flir den betrachteten Beispieldatensatz minimal
ist, zeigt sich, dass Methode D naher an Methode Cy/C ist, als Methode Dg. Dieses Verhalten ist eine

76


https://www.esz-ag.de/

7 N\

eSZ

NS

Konsequenz des zusatzlichen Parameters «, der nach Gleichung (6.25) im betrachteten Beispiel den
Wert a = 1,4 annimmt. Da « < 2, wird die Gewichtung in Methode D weiter vereinheitlicht, wodurch Me-
thode D naher an Methode Cy heranrickt. Der Parameter S ist im vorliegenden Beispiel durch § ~ 2,24
gegeben, und entspricht der empirischen Stichprobenstandardabweichung, da urer.cyi1 > Uret:D, -

= o

= N
o e
© = )

Referenzwert
©
Referenzunsicherheit
o
>

=3 ~
4

=3 o
o N ES
4

B Do D Co c B Do D Co c

Methode Methode

Abbildung 6.12

Fiir den Beispieldatensatz aus Gleichung (6.18] sind die Referenzdaten in den verschiedenen Auswertungsmethoden
gezeigt. Im Vergleich zwischen Methode Dy zeigt sich zwar, dass die Ergebnisse sehr dhnlich sind, Methode D jedoch
néher an Methode Cy/C liegt. Dies liegt an der zusétzlichen Vereinheitlichung der Teilnehmergewichtungen durch die
Parameter a und S (im Beispiel: oo = 1,4 und S ~ 2,24].

Wie in Abschnitt 6.2.1 beschrieben, stellt der Parameter S eine vereinheitlichte Teilnehmerunsicherheit
dar. Der Parameter a moderiert zwischen den beiden Faktoren aus Gleichung (6.27). Der Verlauf der
beiden Komponenten, d.h. des einheitlichen Gewichtungsanteils 1/5%2~% und des (vereinheitlicht] in-
dividuellen Gewichtungsanteils 1/\/ma ist in Abbildung 6.13 in Abhangigkeit vom Parameter «
gezeigt. Es zeigt sich, dass der einheitliche und der individuelle Faktor der Gewichtung ein gegenlaufi-
ges Verhalten in Abhangigkeit von o aufweisen. Darin spiegelt sich die Moderation des Parameters «
zwischen der einheitlichen und der individuellen Gewichtungskomponente wider. Wie Abbildung 6.13
zeigt, setzt der Parameter « dadurch die durch den Parameter s begonnene Vereinheitlichung fort.

Erganzend zu Abbildung 6.13 zeigt Abbildung 6.14 die finalen Gewichtungsfaktoren der verschiedenen
Methoden im Vergleich. Fir alle Teilnehmer zeigt sich, dass die Gewichtung nach Methode Dy und D
sich ahnlich sind, was bereits durch die Referenzdaten in Abbildung 6.12 impliziert ist. Allerdings zeigt
sich erneut, dass die Parameter « und S die Gewichtungsfaktoren aus Methode Dy in Richtung derer
aus Methode Cy abandern, d.h. vereinheitlichen. Dies kann bedeuten, dass die Gewichtungsfaktoren
aus Methode Dg vergrof3ert oder verkleinert werden.

Im Modell der Gewichtungsfaktoren von Methode B aus Gleichung (4.4), kénnen fir die anderen Methoden
effektive Teilnehmerunsicherheiten definiert werden

Uref;m

v Wism

mit m € {B; Cp; C; Dg; D}. (6.36)

Ujseff;m =

Abbildung 6.14 zeigt diese effektiven Teilnehmerunsicherheiten fir die jeweiligen Methoden dargestellt.
Auch hier zeigt sich, dass die Methoden Dy und D zwischen Methode B und Methode Cy moderieren.
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Abbildung 6.13

Links ist der Verlauf der einheitlichen (1/S*~%) und der individuellen (1/\/uZ + s2*] Gewichtungskomponente aus
Gleichung (6.27], sowie deren Produkt gezeigt. Das gegenlé&ufige Verhalten der Komponenten spiegelt die Moderation
durch den Parameter a wider. Die Abbildung rechts zeigt den Verlauf der vollstindigen Gewichtungsfaktoren in Methode
D. Ausgehend von der Gewichtung in Methode B, werden durch den Parameter s die Gewichtungsfaktoren ein Stiick weit
vereinheitlicht. Diese Vereinheitlichung wird dann durch den Parameter « fortgesetzt, falls dieser kleiner als 2 ist.

Im Vergleich zwischen Methode Dy und D fallt auf, dass die Ergebnisse von Methode D naher an denen
der Methode Cq liegen. Interessant ist, dass durch die Parameter a und S in Methode D sowohl der
von Methode Dg eingeschlagene Verlauf fortgefihrt (vgl. Teilnehmer 1 bis 3), als auch umgekehrt (vgl.
Teilnehmer 4 und 5] werden kann. Die Richtung ist in diesem Beispiel abhangig von der Lage der
effektiven Teilnehmerunsicherheit aus Methode Dy zu denen aus Methode Cy. Methode D andert die
effektive Teilnehmerunsicherheit von Methode Dy jeweils in Richtung derer aus Methode Cy. Da im
gezeigten Beispiel der Parameter .S durch die empirische Stichprobenstandardabweichung gegeben ist,
gilt hier S = w;emc, V @ € [1; Ny

1 35

= 0,8
o
25 -

15

Lol | ;

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Teilnehmer Teilnehmer

ul
effektive Teilnehmerunsicherheiten

O Methode B Methode Dy Methode D 0 Methode C/C O Methode B Methode D Methode D 0 Methode C/C

Abbildung 6.14

Links sind die finalen Gewichtungsfaktoren aller Methoden gezeigt. Die Methoden Dy und D stellen einen Kompromiss
aus individueller Gewichtung (Methode B] und einheitlicher Gewichtung [Methode Cy/C) dar. Rechts ist die effektive
Teilnehmerunsicherheit aus Gleichung (6.36) gezeigt. Im gewéhlten Beispiel entspricht der Parameter S der empirischen
Stichprobenstandardabweichung, d.h. der effektiven Teilnehmerunsicherheitin Methode Cy, dargestellt durch die schwarz-
gepunktete Linie. Die hellgrau-gepunktete Linie zeigt informativ die Unsicherheit des Mandel-Paule Mittelwertes
gleichméBig riickgerechnet auf alle Teilnehmer, d.h. \/Nyuret,n, . Im Vergleich zwischen Methode Dy und Methode D ist
letztere in beiden Abbildungen n&her an an den Werten des arithmetischen Mittelwertes, da durch die Parameter « und
S die Vereinheitlichung des Mandel-Paule Mittelwertes fortgesetzt wird.

Falls der Parameter .S durch die Unsicherheit des Mandel-Paule Mittelwertes gegeben ist, kann dieser
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Zusammenhang nicht allgemein aufgestellt werden, d.h. dann gilt 3 i € [1; N,] S # wj;em:n,- Der Pa-
rameter S entspricht in diesem Fall zwar einer einheitlichen Teilnehmerunsicherheit, die durch ein
gleichmafiges Rickrechnen und Aufteilen der Unsicherheit des Mandel-Paule Mittelwertes auf die
einzelnen Teilnehmer entsteht, allerdings ist das nicht zu verwechseln mit der effektiven Teilnehmerun-
sicherheit, die nach wie vor fur jeden Teilnehmer individuell ist, wenn auch im Vergleich zu Methode B
vereinheitlicht. Gezeigt ist dies durch die hellgrau-gepunktete Linie in Abbildung 6.14.

Uref;D 97 ATref;D
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94
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93
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91
0,92

0,9 > 89 >

Abbildung 6.15

Gezeigt ist der Verlauf der Referenzunsicherheit (links] und des Referenzwertes (rechts] in Abhédngigkeit vom Parameter
a. Flir = 2 wird der Mandel-Paule Mittelwert aus Methode Dy und fir o = 0 der arithmetische Wert von Methode Cy
reproduziert. Im Beispiel ist « = 1,4, sodass eine Zwischenform fir die Referenzdaten in Methode D resultiert.

Das bereits beschriebene Verhalten der Gewichtungsfaktoren tbertragt sich auch auf die Referenz-
daten, wie in Abbildung 6.12 gezeigt. Der Verlauf in Abhangigkeit vom Parameter « ist in Abbildung
6.15 dargestellt. Wie in Abschnitt 6.2.1 diskutiert, resultiert fir « = 2 der Mandel-Paule Mittelwert, d.h.
Methode Dg und fir a = 0 der arithmetische Mittelwert, d.h. Methode Cqy. Da im vorliegenden Beispiel
a = 1,4 ist, sind die Referenzdaten in Methode D letztlich durch einen Zwischenform der genannten
Grenzfalle gegeben.

15 4 15
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= 2 3 @ 5 = 1 2 3] 0 5
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-15 -15 i
Teilnehmer Teilnehmer

=0

C

OMethode B O Methode Cy Methode Dy Methode D O Methode B Methode Dy Methode D O Methode Cy

Abbildung 6.16
Gezeigt ist ein Vergleich der Leistungsbewertung in den verschiedenen Auswertungsmethoden. Die Ergebnisse von
Methode D sind mit jenen aus Methode Dy vergleichbar, jedoch in allen Fallen ndher an Methode Cy.

Abschlieflend ist in Abbildung 6.16 fir den betrachteten Beispieldatensatz der Vergleich der Leistungs-
bewertung in den verschiedenen Auswertungsmethoden gezeigt, wobei die Ergebnisse aus Abbildung
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6.8 aufgegriffen werden. Es zeigt sich, dass fir das vorliegenden Beispiel die Leistungsbewertung
der Methoden D und Dy vergleichbar sind, erstere jedoch in allen Fallen etwas naher an Methode Cq
orientiert wird. Grund dafir ist gemaf den vorhergehenden Ausfiihrungen, dass durch den Parameter
a < 2 die von Methode Dy begonnene Vereinheitlichung fortgesetzt wird.

Anmerkung: Durch die drei Parameter s, S und « ist das Verhalten der Referenzdaten in Methode D stark
vom vorliegenden Datensatz abhangig. Die hier gezeigten Eigenschaften sind beispielhaft zu verstehen.
Weitere Beispiele und Vergleiche mit den anderen Auswertungsmethoden dieses Dokumentes sind in

Kapitel 7 zu finden.
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7 Vergleich der Auswertungsmethoden

Die in den Kapiteln 4, 5 und 6 detailliert vorgestellten und charakterisierten Auswertungsmethoden
B, Co/C und Do/D werden in diesem Kapitel anhand ausgew&hlter Beispieldaten gegeniibergestellt
und verglichen. Der Fokus wird dabei sowohl auf die Referenzdaten, bestehend aus Referenzwert und
Referenzunsicherheit, als auch auf die die Leistungsbewertung gelegt. Fiir eine detaillierte Analyse der
jeweiligen Methoden wird auf die entsprechenden Kapitel verwiesen. Die Ergebnisse der statistischen
Auswertungsmethoden B, Co/C und Dg/D sind komplex und hangen stets vom konkret vorliegenden
Datensatz ab. Die gezeigten Beispiele erheben daher keinen Anspruch auf Vollstandigkeit.

Fur die nachfolgend betrachteten Datensatze beschreibt x die Menge der Teilnehmerwerte, d.h.

x ={z1;292;...;ZN}, (7.1)

wobei z; der Wert des Teilnehmers 1 ist, etc. Die Unsicherheiten sind gegeben durch

u(x) = {u1;u2;...;un}, (7.2)
mit der zu Wert 7 von Teilnehmer 1 gehdrenden Unsicherheit u, etc. Die Gesamtzahl der Teilnehmer
ist durch N gegeben, die Anzahl der Daten, die in die Bestimmung der Referenzdaten einflieBen durch
N, < N.

Folgende Darstellung wird verwendet:

Methode | Referenzwert Referenzunsicherheit

Gleichung (4.5)  Gleichung (4.3)

Gleichung (5.1)  Gleichung (5.6)

Gleichung (5.1)  min (Uref;cy:1; Uref;y:2), Gleichungen (5.4) und (5.5)

Gleichung (5.20)  min (tyef,c;1; Uret:c;2), Gleichungen (5.21) und (5.30)

Gleichung (6.3)  Gleichung (6.4)

Co
Co
Gleichung (5.20)  Gleichung (5.22)
Do
D

Gleichung (6.22)  Gleichung (6.23)

Die nachfolgenden Beispiel sind jeweils nur kurz skizziert. Eine ausfiihrliche Analyse kann anhand der
in den Kapiteln 4, 5 und 6 beschriebenen Eigenschaften durchgefiuhrt werden.
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7.1 Beispiel 1: Konsistenter Datensatz

Betrachtet wird der Datensatz

N =5,

eSZ

x; = {4,8;4,8;4,9;5,1; 5,3},
u(x1) = {0,20;0,30;0,20; 0,30; 0,30}

(7.3)

Es liegt ein konsistenter Datensatz vor, d.h. die Streuung der Messwerte ist im Rahmen der Messunsi-
cherheiten plausibel, wie Abbildung 7.1 zeigt. Die betrachteten Methoden B, Cy, C, Dg und D stimmen
gut Uberein und liefern sowohl ahnliche Referenzwerte, als auch ahnliche Referenzunsicherheiten, vgl.
Abbildung 7.2. Dies zeigt sich auch in der Leistungsbewertung der Teilnehmer in Abbildung 7.1. Die
E,.;-Werte sind in allen Methoden in einer ahnlichen GréBenordnung.

; @%@t}{] @ o

x; bzw. xop

0 Teilnehmer O Methode B 0 Methode Cq
m Methode C Methode Dy = Methode D

Abbildung 7.1

Links: Datensatz der Teilnehmer im Beispiel 1, sowie Referenzdaten in den verschiedenen Auswertungsmethoden.

3

UHH a7l RN

Teilnehmer

O Methode B 0 Methode Cy @ Methode C Methode Dy MethodeD

Rechts: Dazugehdrige Leistungsbewertung der Teilnehmer mittels E.,.;-Wert.
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Abbildung 7.2
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Referenzunsicherheit
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Links: Referenzwerte in den verschiedenen Auswertungsmethoden fir den Datensatz aus Beispiel 1.

Rechts: Dazugehdrige Referenzunsicherheiten.
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7.2 Beispiel 2: Datensatz mit Ausreifiern
Betrachtet wird der Datensatz
N =5,
Xo = {4,3;4,6;4,9;5,5; 7,9}, (7.4)

u(x2) = {0,70;0,60; 0,80; 0,50; 1,0}.

Im vorliegenden Datensatz handelt es sich bei Teilnehmer 5 um einen Ausreifler, der von den Methoden
B, C, Dg und D erkannt wird. Die Daten der Teilnehmer 1 bis 4 hingegen sind konsistent, wie Abbildung 7.3
zeigt. Die Methoden B, Dy und D liefern daher ahnlich Ergebnisse, da der Ausreif3er aus der Bestimmung
der Referenzdaten entfernt wird. Methode C hingegen modifiziert den Ausreifler-Wert, sodass sich
die qualitative Lage des Ausreif3er in den Referenzdaten niederschlagt und Methode C in diesem Fall
dhnliche Referenzdaten liefert wie Methode Cy, vgl. Abbildung 7.4. Die Unterschiede in den Referenzdaten
wirken sich auch auf die Leistungsbewertung aus. Signifikante Unterschiede zeigen sich zwischen den
Methoden B, Dg und D und den Methoden Cq und C. Insbesondere fiir Teilnehmer 5, dessen E,,.;—5-Wert
um +1 liegt, kann die Wahl der Methode iber bestehen und nicht bestehen entscheiden.

12 , 2

1 2 3 4 5
Teilnehmer

0 Teilnehmer @ Methode B 0 Methode Cg

@ Methode C Methode Dy  Methode D O Methode B 0 Methode Cj @ Methode C

Methode Dy MethodeD

Abbildung 7.3
Links: Datensatz der Teilnehmer im Beispiel 2, sowie Referenzdaten in den verschiedenen Auswertungsmethoden.
Rechts: Dazugehdrige Leistungsbewertung der Teilnehmer mittels E.,.;-Wert.
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Abbildung 7.4
Links: Referenzwerte in den verschiedenen Auswertungsmethoden fiir den Datensatz aus Beispiel 2.

Rechts: Dazugehdrige Referenzunsicherheiten.
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7.3 Beispiel 3: Ein Teilnehmer mit kleiner Unsicherheit

Betrachtet wird der Datensatz

N =5,
x3 = {4,7;4,7;4,8;4,9; 5,6},

u(x3) = {0,70;0,70;0,40;0,50; 0,20}.

(7.5)

Teilnehmer 5 berichtet eine deutlich kleinere Unsicherheit als die restlichen Teilnehmer 1 bis 4 und

weicht auch im Wert z5 von den restlichen Teilnehmern ab. Als Ausreif3er erachtet wird der Wert

jedoch nur von Methode C. Methode B ist erwartungsgemafl maf3igeblich vom Teilnehmer mit der

kleinen Unsicherheit beeinflusst. Die Methoden Dy und D erweisen sich als Kompromiss zwischen den

Methoden B und den Methoden Cy/C, sowohl in den Referenzdaten, als auch in der Leistungsbewertung,

wie die Abbildungen 7.5 und 7.6 zeigen. Signifikante Unterschiede ergeben sich fur Teilnehmer 5, da

hier die Wahl der Methode lber eine positive oder negative Leistungsbewertung entscheiden kann. Hier

zeigt sich, wie bereits in Beispiel 2, dass die Unterschiede in den verschiedenen Auswertungsmethoden

vor allem dann von Bedeutung sind, wenn ein Teilnehmer einen E,,;-Wert um =1 erzielt.

L pEY e

x; bzw. x o

O Teilnehmer O Methode B 0 Methode Cq
m Methode C Methode Dy = Methode D

Abbildung 7.5

Links: Datensatz der Teilnehmer im Beispiel 3, sowie Referenzdaten in den verschiedenen Auswertungsmethoden.

P P T T '

1 2 3 4 5
Teilnehmer

O Methode B 0 Methode Cy @ Methode C Methode D MethodeD

Rechts: Dazugehdrige Leistungsbewertung der Teilnehmer mittels E.;-Wert.
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Abbildung 7.6
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Links: Referenzwerte in den verschiedenen Auswertungsmethoden fiir den Datensatz aus Beispiel 3.

Rechts: Dazugehorige Referenzunsicherheiten.
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7.4 Beispiel 4: Geringe Streuung; grofle, ahnliche Messunsicherheit
Betrachtet wird der Datensatz

N =35,

x4 = {4,9;4,9;5,1;5,1; 5,2}, (7.6)

u(x4) = {0,70;0,90; 0,70; 0,80; 0,80}

Im Vergleich zu den Teilnehmerunsicherheiten weist der Datensatz eine sehr geringe Streuung der
Teilnehmerwerte auf. Wie die Abbildungen 7.7 und 7.8 zeigen, stimmen die Referenzdaten und die Leis-
tungsbewertung in allen Methoden gut Gberein. Wichtig ist hier festzuhalten, dass in den Methoden Cy
und C die Referenzunsicherheit durch die Fehlerfortpflanzung und nicht durch die empirische Standard-
abweichung bestimmt ist. Letztere wiirde zu einer deutlichen Unterschatzung der Referenzunsicherheit
fuhren.

Teilnehmer

x; bzw. x o
o kN W B O @ N ®

O Teilnehmer O Methode B 0 Methode Cyy
m Methode C Methode Dy 1 Methode D O Methode B 0 Methode Cj @ Methode C Methode D MethodeD

Abbildung 7.7
Links: Datensatz der Teilnehmer im Beispiel 4, sowie Referenzdaten in den verschiedenen Auswertungsmethoden.
Rechts: Dazugehdrige Leistungsbewertung der Teilnehmer mittels E.,.;-Wert.
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Abbildung 7.8
Links: Referenzwerte in den verschiedenen Auswertungsmethoden fiir den Datensatz aus Beispiel 4.
Rechts: Dazugehdrige Referenzunsicherheiten.
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7.5 Beispiel 5: MaBlig konsistenter Datensatz
Betrachtet wird der Datensatz
N =4,
x5 = {4,2;4,9;5,3;5,7}, (7.7)

u(xs) = {0,50; 0,50;0,40; 0,30}.

Fir die vorliegenden maflig konsistenten Daten erweisen sich die Methoden Dy und D als Kompromiss
zwischen der unsicherheitsbasierten Methode B und den streuungsbasierten Methoden Cy/C, wie die
Abbildungen 7.9 und 7.10 zeigen. Insbesondere in der Leistungsbewertung von Teilnehmer 1 und 4
entscheidet die Wahl der Methode iiber ein positives oder negatives bestehen des E,, ;-Kriteriums.
Dabei liefert Methode B fir die Teilnehmer 1 und 4 die grofiten E,;-Werte, was u.a. an der kleinen
Referenzunsicherheit liegt, da die Streuung der Teilnehmerwerte in den Referenzdaten von Methode B
nicht berticksichtigt wird.
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Abbildung 7.9
Links: Datensatz der Teilnehmer im Beispiel 5, sowie Referenzdaten in den verschiedenen Auswertungsmethoden.
Rechts: Dazugehdrige Leistungsbewertung der Teilnehmer mittels E.,;;-Wert.
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Abbildung 7.10
Links: Referenzwerte in den verschiedenen Auswertungsmethoden fiir den Datensatz aus Beispiel 5.
Rechts: Dazugehdrige Referenzunsicherheiten.
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7.6 Beispiel 6: Viele Teilnehmer
Betrachtet wird der Datensatz
N =10,
x¢ = {4,2;4,3;4,3;4,6;4,7;5,0;5,0;5,3; 5,4; 5,5}, (7.8)

u(xg) = {0,50; 0,50; 0,40; 0,30; 0,20; 0,40; 0,30; 0,50; 0,50; 0,60 }.

Bei einer Vielzahl an vorliegenden, Ubereinstimmenden Teilnehmerdaten zeigt sich in diesem Beispiel,
dass die Ergebnisse aller Auswertungsmethoden gut Gibereinstimmen, sowohlim den Referenzdaten, als
auch in der Leistungsbewertung, wie die Abbildungen 7.11 und 7.12 zeigen. Auffallend ist zudem, dass
die Referenzunsicherheit in allen Methoden aufgrund der vielen Teilnehmer klein wird. Dies kann damit
begriindet werden, dass die Kenntnis des Referenzwertes umso besser wird, je mehr iibereinstimmende
Daten in dessen Bestimmung einfliefen.
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Abbildung 7.11
Links: Datensatz der Teilnehmer im Beispiel 6, sowie Referenzdaten in den verschiedenen Auswertungsmethoden.
Rechts: Dazugehdrige Leistungsbewertung der Teilnehmer mittels E.,.;-Wert.
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Links: Referenzwerte in den verschiedenen Auswertungsmethoden fiir den Datensatz aus Beispiel 6.

Rechts: Dazugehdrige Referenzunsicherheiten.
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7.7 Beispiel 7: Wenig Teilnehmer

Betrachtet wird der Datensatz

N =3,
x7 = {4,8;5,1;5,6}, (7.9)
u(x7) = {0,20;0,30;0,60}.

Beivorliegen einer geringen Teilnehmerzahl zeigt sich insbesondere ein Unterschied zwischen Methode
Dy und Methode D. Letztere berlicksichtigt die Teilnehmerzahl liber den Parameter «, wodurch die
Referenzdaten im Vergleich zu Methode Dy ndher an Methode Cy/C liegen. Da kein Ausreif3er vorliegt,
sind die Ergebnisse von Methode C in den Abbildungen 7.13 und 7.14 gezeigt. Tatsachlich sollte Methode
C, falls Ausreifler moglich sind, erst ab N = 4 Teilnehmern angewandt werden.
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Abbildung 7.13
Links: Datensatz der Teilnehmer im Beispiel 7, sowie Referenzdaten in den verschiedenen Auswertungsmethoden.
Rechts: Dazugehorige Leistungsbewertung der Teilnehmer mittels E.,.;-Wert.
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Abbildung 7.14
Links: Referenzwerte in den verschiedenen Auswertungsmethoden fiir den Datensatz aus Beispiel 7.
Rechts: Dazugehdrige Referenzunsicherheiten.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass fir die statistische Auswertung mindestens N, = 3 Datensatze

vorliegen sollten, die fur die Bestimmung der Referenzdaten herangezogen werden. Idealerweise liegen
N, = 4 Datensatze vor, um eine sinnvolle Auswertung in allen Methoden zu gewahrleisten.
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8 Bilaterale Eignungsprifungen

Wie in den vorhergehenden Kapiteln beschrieben, eignet sich die statistische Auswertung von Eig-
nungsprifungsdaten gemafl den Methoden B, Cqy, C, Dy und D erst ab N, = 3, bzw. besser N, = 4
Teilnehmerdaten, die in die Bestimmung der Referenzdaten einflieBen. Bei vorliegen einer bilateralen
Eignungsprifung, d.h. einem Datensatz mit N = 2 Teilnehmern, ist eine statistische Auswertung nicht
sinnvoll und die in Kapitel 3 beschriebene Methode A ist stets auszuwahlen. Begriindet ist dies dadurch,
dass in den B, Cgy, C, Dg und D, das Ergebnis vorhersehbar ist, in dem Sinne, dass aufgrund analytischer
Betrachtungen der Gleichungen fir die Referenzdaten und die Leistungsbewertung, bereits vor der
Messung klar ist, welches Ergebnis die Teilnehmer erzielen werden. In allen Methoden zeigt sich, dass
bei einem bilateralen Datensatz die Leistungsbewertung immer positiv ausfallt, wenn beide Teilnehmer
in die Bestimmung der Referenzdaten einflief3en.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass bei vorliegen von zwei Datensatze eine Ausreifler-Diskussion
in den statistischen Methoden B, Cg, C Dg und D nicht zielfihrend ist. Der Grund dafir ist, dass die
Eliminierung eines Ausreiflers dazu fihrt, dass ein Teilnehmer die Referenzdaten bestimmt und somit
letztlich zu einem Referenzlabor gemafl Methode A wiirde. Zudem ist bei vorliegen zweier Datensatze
nicht zwangslaufig klar, welcher Teilnehmer als Ausreifler zu erachten ist, sodass insbesondere die
Methoden Cg, C, Dy und D keine Ausreifler identifizieren, sondern stattdessen die Streuung hinreichend
groB beriicksichtigt wird. Bei Methode B wird bei Fehlschlagen des y2-Tests der Teilnehmer mit der
grofBeren Unsicherheit als Ausreif3er erachtet.

Der nachfolgend betrachtet Datensatz von N = 2 Teilnehmern besteht aus den Teilnehmerwerten

x = {x1; 22} (8.1)

und den dazugehdrigen Unsicherheiten
u(x) = {ur;us}. (8.2)

8.1 Methode B

Gemah den Gleichungen (4.5) und (4.3) sind die Referenzdaten in Methode B im Falle einer bilateralen
Eignungsprifung gegeben durch

2.2
2 ujuy
Usen = 55— 8.3
ref;B u% _’_u% [ ]
und
1 2 2
Tref;B = m (U2LE1 + U1x2) . [84]

Der x2-Test aus Abschnitt 4.1.1 kann entweder bestanden werden, sodass N, = N = 2 ist, oder
nicht bestanden werden. Ist letzteres der Fall und die berichteten Teilnehmerunsicherheiten sind
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unterschiedlich, so ist der Teilnehmer mit der grof3eren Unsicherheit aus den Bestimmungsgleichungen
der Referenzdaten zu entfernen, denn
2 .2 (z1 — 1’2)2

Xi;obs = Uy (u% I u%>2 [85]
Letztlich bedeutet das, dass der Teilnehmer mit der kleinen Unsicherheit zum Referenzlabor und Metho-
de B zu Methode A wird. Berichten beide Teilnehmer die gleiche Unsicherheit und der y2-Test schlagt
fehl, so kann Methode B nicht weiter angewandt werden, da beide Teilnehmer aus der Berechnung zu
nehmen sind.

12 ,

,98
)

0,8

0,4 /

0,2

0 2 4 6 8 10
x2-Test ——— | Eyi|-Wert

Abbildung 8.1

Gezeigt ist der Verlauf des Betrag des En.;-Wertes (grau) und des x*-Tests (gelb] fiir einen Datensatz mit 0BdA x1 = 0
und 0BdA ui = 1,0 und variablem x2 und us. Letzteres nimmt Werte zwischen 0,20 (hell] und 5,0 [dunkel] in Schritten
von 0,30 an. Es zeigt sich, dass der x*-Test nur dann bestanden ist (d.h. kleiner 0,95), wenn beide Teilnehmer einen
betragsméfligen E.,;-Wert kleiner als ca. 0,98 aufweisen und damit unabhéngig von den konkreten Werten stets eine
positive Leistungsbewertung erzielen.

Relevant ist daher lediglich der Fall, dass der x2-Test bestanden wird, d.h. beide Teilnehmer in die
Bestimmung der Referenzdaten einflieBen und die Referenzdaten durch die Gleichungen (8.3) und (8.4)
gegeben sind. Fiir den E,,.;-Wert der Teilnehmer gilt gem&B Gleichung (4.11) unter der Berlcksichtigung
der Korrelation zwischen den Teilnehmer- und Referenzdaten

|z2 — 21
2«/u%—|—u%.

Damit ist zunachst schon einmal klar, dass beide Teilnehmer den betragsmaBig gleichen E,,.;-Wert

|En;i| = [86]

erzielen werden. Ein E,,;-Wert gréfler 1 resultiert genau dann, wenn |z — 21| > 24/u? + u3. Fur den
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x2-Test bedeutet das wiederum, dass

Xc2>bs = 4E§,z > 47 [87]

was flir N, = 2 zu einem fehlschlagen des y2-Tests fiihrt und zur Nichtanwendbarkeit von Methode B.
Damit ist bereits vor der Durchfihrung aller Messungen klar, dass Methode B entweder nicht anwendbar
ist, oder beide Teilnehmer mit dem betragsmaflig gleichen E,,,;-Wert die Eignungspriifung bestehen
werden. Der betragsmaBig grofite E,,;,-Wert liegt bei ca. 0,98, wie Abbildung 8.1 zeigt.

8.2 Methode Cy

Fir die Betrachtung des arithmetischen Mittelwertes sei zunachst angenommen, dass die Referenzun-
sicherheit durch die empirische Standardabweichung gegeben ist, d.h. durch Gleichung (5.4). In diesem
Fall gilt fur die Referenzdaten

xr1 + X9
2

(8.8)

Lref;Cy —
und
|21 — 22|

2

Fir die Leistungsbewertung gilt demnach unter der Berlicksichtigung der Korrelation gemaf Gleichung
(5.8)

(8.9)

Uref;Cy = Uref;Co;1 =

1
E.i|l==. 8.10
Bl = (8.10
Fur den Fall, dass die Referenzunsicherheit nicht durch die empirische Standardabweichung, sondern
durch die Fehlerfortpflanzung der Teilnehmerunsicherheiten gegeben ist gilt

|71 — 2
Uref;Cy = Uref;Cp;2 > Uref;Co;1 = T7 [81 1]
sodass
X1 — T2 1
By = T2l L 8.12)
4uref;Co 2

In beiden Fallen ist somit bereits vor der Durchfiihrung aller Messungen klar, dass beide Teilnehmer
eine positive Leistungsbewertung erzielen werden, mit dem betragsmaBig gleichen E,,;-Wert kleiner
oder gleich 0,5.

8.3 Methode C

Der Algorithmus von Methode C ist erst ab N, = 4 Teilnehmerdaten anwendbar. Da, wie bereits zu
Beginn erwahnt, eine Ausrei3erdiskussion bei zwei Datensatzen nicht zielfihrend ist, kann Methode
C qualitativ auf Methode Cy zuriick gefiihrt werden, wodurch unterstrichen wird, dass Methode C bei
vorliegen von zwei Datensatzen nicht sinnvoll angewandt werden kann.
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8.4 Methode Dy

Betrachtet wird hier der Fall s > 0, da fir s = 0 die Ergebnisse von Methode B aus Abschnitt 8.1 greifen.
Der Parameter s ist gegeben durch

)2 ()2 2
2 (@ —m) . (ui +u3) (8.13)

und nur definiert fir (z; — x2)? > u? + u3, was an dieser Stelle vorausgesetzt ist, da ansonsten s = 0
resultiert.

Die Referenzunsicherheit ist damit gegeben durch

2 1 2 (U% - U%)Q
Uref.Dy = 1 (1 —x9)” — 7(1:1 T )2 (8.14)
und der Referenzwert durch
1 u? —uj
Dy = = -z . N
ety = 5 <<x1 bag) = m)) (8.15)

Auf die ausformulierte Darstellung des E,,;-Wertes wird an dieser Stelle verzichtet. Numerisch zeigt
sich jedoch, wie in Abbildung 8.2 dargestellt, dass

| Ei| < % ~ 0,58 Vicl(l;2]. (8.16)

Damit ist auch in Methode Dy bereits vor der Durchfihrung aller Messungen klar, dass beide Teilnehmer
die Eignungsprifung bestehen werden, allerdings moglicherweise mit unterschiedlichen E.,;;-Werten.

0 > T 07 o
5 10 15 20
01 L 1/V3
02 05
= -03 ‘ R 04
o b a
h 04 \\ " s
i
s
-05 -
01
1/V3 :
-06 V3
o > o

-0,7 0 5 10 15 20

Abbildung 8.2

Gezeigt ist der Verlauf des E.;-Wertes fiir einen Datensatz mit o0BdA =1 = 0 und 0BdA w1 = 1,0 und variablem x5 und
ua. Letzteres nimmt Werte zwischen 0,10 (hellgrau) und 5,0 (dunkelgrau) in Schritten von 0,10 an. Es zeigt sich, dass
beide Teilnehmer einen betragsméfigen E,.;-Wert kleiner als 1/+/3 aufweisen und damit unabhéngig von den konkreten
Werten stets eine positive Leistungsbewertung erzielen.

Da der Ey,.;-Wert der beiden Teilnehmer stets kleiner als 1 ist, ist das Ausschlusskriterium aus Abschnitt

6.2.2 stets erfullt und beide Teilnehmer flieBen in die Bestimmung der Referenzdaten ein, unabhangig
von den konkreten Messwerten.
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8.5 Methode D

Wie in Kapitel 6 gezeigt moderiert Methode D zwischen Methode Cy und Dy und modifiziert die Werte
von Methode Dy in Richtung der Werte von Methode Cq.

Fir Methode Cy in Abschnitt 8.2 wurde gezeigt, dass der betragsmaBige E,;-Wert fiir beide Teilnehmer
kleiner oder gleich 0,5 gegeben ist und fiir Methode Dg, dass der betragsmaflige E,,;-Wert kleiner oder
gleich 1/\/3 ist. Somit folgt fir den maximalen E,,;;-Wert von Methode D, dass dieser zwischen 0,5 und
1/4/3 zu finden ist. Entsprechend Abbildung 8.3 zeigt sich numerisch, dass

|Enil <052 YV iell;2]. (8.17)

Somit zeigt sich auf fir Methode D, dass das Ergebnis bereits vor der Durchfiihrung aller Messun-
gen feststeht und beide Teilnehmer eine positive Leistungsbewertung erzielen. Auf eine ausfiihrliche
Darstellung der Berechnungsgleichungen wird an dieser Stelle verzichtet.

0 > a9 06
5 10 15 20

~ 0,52
05

-0,1

202 04

03
-0,3

En1
En;2

0,22
-04

01

05 ~ 0,52

0 > T2
-0,6 0 5 10 15 20

Abbildung 8.3

Gezeigt ist der Verlauf des Ey;-Wertes fiir einen Datensatz mit o0BdA x1 = 0 und 0BdA u, = 1,0 und variablem z-
und us. Letzteres nimmt Werte zwischen 0,10 (hellgrau] und 5,0 (dunkelgrau] in Schritten von 0,10 an. Es zeigt sich,
dass beide Teilnehmer einen betragsméfiigen E..;-Wert kleiner als ca. 0,52 aufweisen und damit unabhéngig von den
konkreten Werten stets eine positive Leistungsbewertung erzielen.
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